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Hieronymus Georg Zeuthen. 
Von 


M. Noether in Erlangen’). 


Der am 6. Januar 1920 verstorbene H. G. Zeuthen hat in den ersten 
47 Banden dieser Annalen vom ersten an seine hauptsichlichsten geome- 
trischen Forschungen niedergelegt und war dabei so eng mit der urspriing- 
lichen Richtung unserer Zeitschrift verwachsen, daB es unsere Pflicht ist, 
bei seinem Hinscheiden seiner hier eingehend zu gedenken. Nachdem ich 
friiher einigen ihm verwandten Geometern hier habe Wiirdigungen zuteil 
werden lassen, iibernehme ich nun auch eine Wiirdigung Zeuthens um so 
lieber, als schon seine ersten Annalenartikel mich, der ich damals analoge 
Tendenzen verfolgte, in wissenschaftliche und persénliche Beziehungen zu 
dem Forscher brachten, die bis zu dessen Tode fortgedauert haben. 

H. G. Zeuthen wurde am 15. Februar 1839 in Grimmstrup, Jiitland, 
als Sohn eines Pfarrhauses geboren. Von 1857—1862 studierte er an der 
Universitat in Kopenhagen, ein Studium, das er mit dem Magisterexamen 
abschlo8. Der Ruf von M. Chasles zog ihn dann 1868 nach Paris, und 
dort schloB er sich eng an die von Chasles vertretenen Richtungen an, so- 
wohl an dessen anzahlgeometrische, als an die historische Richtung. Diese 
beiden Richtungen umschreiben auch im wesentlichen die ganze nach- 
folgende wissenschaftliche Betaétigung von Zeuthen, und wir werden uns 





*) Zu diesem Nachruf habe ich die in der Sitzung der Din. Akad. d. Wiss. vom 
16. Jan. 1920 von Herrn C. Juel gehaltene Gedichtnisrede auf H. G. Zeuthen als 
Material benutzt. Die in eckigen Klammern gesetzten Zahlen im Nachruf beziehen 
sich auf die Nummern des beigefiigten Schriftenverzeichnisses. Auch fiir dieses Ver- 
zeichnis habe ich die Angaben fiir die Jahre vor 1868 hauptsichlich Herrn Juel zu 
verdanken. Fiir die Angaben fiir die Jahre 1868—1915 habe ich mich besonders des 
Jahrbuchs fiir die Fortechritte der Mathematik bedienen kénnen, wabrend fir die 
vorhergehenden und die spateren Jahre keines der vorliegenden Verzeichnisse genii- 
gende Zuverlissigkeit bot, weder der Internationale Katalog der Royal Society noch 
das Verzeichnis in Poggendorffs Handworterbuch. 
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deshalb in unserer Wiirdigung im wesentlichen auf diese beiden Rich- 
tungen beschranken. 

Nach Dianemark zuriickgekehrt, betitigte er sich sogleich in der 1859 
gegriindeten dinischen Zeitschrift Tidsskrift for Mathematik, in die er schon 
seit ihrer Griindung geschrieben hatte, mit einer gréBeren Reihe von 
kleineren Artikeln aus allen Gebieten; von 1871 an beginnend, mit der 
dritten Serie, iibernahm er auch die Redaktion der Zeitschrift, zuerst allein, 
von 1888—1889 zusammen mit I. P. Gram, und in ihr veréffentlichte er 
von den meisten seiner vielen Aufsitze mindestens die ersten Ausziige. 
Auch der Nachfolgerin, der Nyt Tidsskrift, blieb er bis zuletzt ein treuer 
Mitarbeiter. Im Jahre 1871 wurde Zeuthen auch auBerordentlicher Pro- 
fessor an der Universitat Kopenhagen, im Jahre 1886 ordentlicher Pro- 
fessor daselbst, und er las bis kurz vor seinem Tode iiber alle Teile der 
Mathematik, nicht nur der reinen, sondern auch der auf die Mechanik 
angewandten, und iiber die Geschichte der Mathematik aus allen Zeiten. 
Zugleich hielt er lange Jahre hindurch auch Vorlesungen an der Polytech- 
nischen Lehranstalt; von dieser Tatigkeit gibt eine Reihe von Arbeiten 
iiber allgemeine Bewegungslehre und iiber graphische Statik Zeugnis sowie 
die veréffentlichten Ubungen [6], die Vorlesungen [7] iiber Hydrostatik 
und die Vorlesungen [8]. Durch diese reiche Vorlesungstatigkeit wurde 
Zeuthen der hochverehrte Lehrer aller jetzigen mathematischen Lehrer 
Danemarks. Auch fiir diese Verehrung liegt ein Zeugnis vor in der 
wissenschaftlichen Festschrift, die ihm 1909 zum 70. Geburtstag von 13 
bekannten Gelehrten des Landes gewidmet worden ist. 

Im Jahre 1896 war Zeuthen Rektor der Universitat, wovon die ge- 
schichtliche Rektoratsrede [11] zeugt. Sehr lange Zeit hindurch war er 
auch als eifriger und hochgeschatzter Sekretér der Danischen Gesellschaft 
der Wissenschaften tatig, in deren Schriften ebenfalls viele gréBere und 
kleinere Arbeiten von seiner Hand veréffentlicht sind. 

Indem wir die mechanischen, algebraischen und analytischen Arbeiten 
als zuriicktretend iibergehen, wenden wir uns sogleich den Arbeiten der 
ersten der beiden Hauptrichtungen Zeuthens, der anzahlgeometrischen, 
zu. Gleich seine erste Arbeit in dieser Richtung, seine 1865 der Uni- 
versitat in Kopenhagen zur Promotion vorgelegte Dissertation [23], 
1866 auch in franzésischer Sprache erschienen [23'], schlieBt an Chasles’ 
Charakteristikentheorie fiir Kegelschnittsysteme an, gibt aber neue Ge- 
sichtspunkte, da sie davon ausgeht, zuerst die Anzahlen fiir die im Punkt- 
oder Liniensinne zerfallenden Kegelschnitte der zu betrachtenden Elemen- 
tarsysteme zu ermitteln, um dann diese Anzahlen fiir die Bestimmung 
der Charakteristiken zu benutzen. Eine eingehende Auskunft iiber diesen 
Zusammenhang und den ganzen ausgebauten Kalkiil der Theorie findet 
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man in der bekannten Abhandlung Cayleys von 1867: ,,On the curves 
which satisfy given conditions (Philosoph. Transactions, Vol. 156 for 
1868, Werke VI, Nr. 406). Dort findet man auch den Hinweis, daB 
Zeuthen in seiner Dissertation sum ersten Male die doppel‘e Ausartung 
einfiihrte, welche ein Unterfall’ sowohl des Linienpaares als des Punkt- 
paares ist, bestehend aus den Punkten einer doppelten Geraden und den 
Geraden eines doppelten Punktes, von Cayley ,,line-pair-point“ geheiSen, 
und die doch nach Halphen nicht drei, sondern vier Parameter enthilt, 
neben drei kontinuierlichen noch einen Parameter, der nur rationale Werte 
annimmt. Zeuthen nennt in seiner Bescheidenheit dieses Gebilde in seinem 
Werke [5] von 1914 immer den Halphenschen Kegelschnitt, weil dieser 
zuerst seine Bedeutung gezeigt habe, durch Zufiigung eines Gliedes zur 
Chaslesschen Charakteristikenformel. Dieser Erklirung einer Abweichung 
von der alten Charakteristikentheorie in einzelnen Beispielen schlieBt sich 
Zeuthen auch in seiner Polemik gegen Study [110], die in diesen Annalen 
1890 gefiihrt worden ist, an, ohne jedoch diese Erklarung als die einzig 
mégliche bezeichnen zu wollen. 

Eine Ausdehnung ‘der Charakteristikentheorie iiber das bisher ver- 
suchte gelang Zeuthen schon friih. Schon 1866 in [26] erscheint die 
Ausdehnung auf Systeme von Flaichen zweiter Ordnung, 1872 [41] auf 
Systeme von ebenen Kurven 3. Ordnung, sowie [42] von solchen 4. Ord- 
nung. Die letztere Theorie wurde dann in [47] eingehend verfolgt, ohne 
da8 man bis heute darauf zuriickgekommen wire. 

Chasles hatte von seiner Charakteristikenformel au+ fy», wo die 
Zahlen uw,» nur vom System, die «,f nur von der Bedingung abhingen, 
keinen Beweis gegeben, ebensowenig Cayley, auch Zeuthen damals nicht; 
dieses ist von Zeuthen erst in seinem Buche [5] geschehen, abgeleitet aus 
den sogleich zu besprechenden Korrespondenzuntersuchungen als eklatantes 
Beispiel der Bedeutung dieser letzteren Forschungen; vorher enthielt nur 
eine der letzten Arbeiten von Clebsch (Math. Ann. 6) fiir die fragliche 
Formel bei Kegelschnittsystemen einen algebraischen Beweis. Gegeniiber 
Cayleys Untersuchungen iiber Charakteristikentheorie wird man die von 
Zeuthen zwar fiir weniger reich entwickelt zu erklaren haben, aber neben 
manchem induktivem Resultat in seinem Buche [5] von 1914 diesem 
doch mehr Beweise von Formeln und scharfere methodische Betrachtungen 
zusprechen, so daB man heutzutage zum Studium der Theorie hauptesiich- 
lich auf dieses Buch verweisen muB. 

Wahrend Cayley sich hauptsachlich auf Funktionalgleichungen stiitzt, 
benutzt Zeuthen, wie gesagt, nur das Korrespondenzprinzip. Das zunichst 
auf wechselseitiges Entsprechen von Punktgruppen auf Geraden beziigliche 
einfache Korrespondenzprinzip war schon von seinem Urheber Chasles auf 

1* 
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unikursale Kurven, also auf Kurven, deren Koordinaten rational von einem 
Parameter abhingen, ausgedehnt worden (C. R. 1866), gestiitzt auf den 
Begriff des eindeutigen Entsprechens; Cayley gab aus reiner Induktion her- 
aus 1868 eine Verallgemeinerung der Formel fiir Kurven von beliebigem 
Geschlecht p, durch Zufiigung eines mit p proportionalen Gliedes (s. die 
Fortsetzung der obengenannten Arbeit, Werke VI, Nr. 407). Auch Zeuthen 
war es damals nicht gegliickt, diese Ausdehnung theoretisch abzuleiten; 
aber er konnte 1870 [35] einen Satz geben, den man durch doppelte 
Anwendung der Cayleyschen Ausdehnung ableiten kénnte, und der selbst eine 
Ausdehnung des Satzes von der Erhaltung des Geschlechtes p einer Kurve 
bei 1-1-deutiger Transformation ist, namlich einen Satz iiber die Beziehung 
zwischen den Geschlechtern zweier mehrdeutig aufeinander bezogenen 
Kurven, in welchen die Differenz zwischen den Koinzidenzanzahlen auf 
beiden Kurven (d. h. der Verzweigungsanzahlen auf beiden Kurven) ein- 
geht. Es ist also die Ausdehnung der Riemannschen Formel 2p — 2 
= w—2n, wo n die Anzahl der Blatter, w die der Verzweigungspunkte 
einer Riemannschen Flache, p die Geschlechtazahl der zugehérigen alge- 
braischen Funktion vorstellen. Ein strenger Beweis des Cayleyschen 
Satzes und zwar in algebraischer Form ist erst von A. Brill (Math. 
Ann. 6) gegeben worden, im Anschlu8 an einen Beweis einer Formel 
fiir die Anzahl der zweien Korrespondenzen auf einer algebraischen 
Kurve gemeinsamen Punktpaare; und noch direkter und unterer starkerer 
Verwertung der Begriffe des eindeutigen Entsprechens ist Brills Beweis 
in Math. Ann. 7. Das ganze Gebiet der Korrespondenztheorie zwischen 
den Punktsystemen einer oder zweier Kurven gehért ja in das Gebiet der 
Eigenschaften, welche bei rationalen Transformationen invariant sind; 
schon bei der Ausdehnung des urspriinglichen Korrespondenzprinzips auf 
der Geraden auf die Punktgruppen einer rationalen Kurve hat Chasles 
dies erkannt; das Prinzip ist aber geeignet, alle Verhaltnisse, welche durch 
singulare Stellen der Grundkurve oder durch spezielle Lagen der ein- 
ander entsprechenden Punkte sich komplizieren, iibersichtlich aufzufassen 
und ohne Schwierigkeiten zu erledigen. Auch Zeuthen hat in [112] (1892) 
das Prinzip zu einem Beweis des allgemeinen Korrespondenztheorems be- 
nutzt; und dabei hat er noch einen weiteren Beweis zugefiigt, indem er 
fiir die allgemeine Kurve vom Geschlecht p den Einflu8 untersuchte, 
welchen die Zufiigung eines weiteren Doppelpunktes an der Formel bewirkt, 
und so die Frage sukzessiv auf den bekannten Fall der rationalen Grund- 
kurve zuriickfiihrte. In seinem Buche [5] § 111 hat er dann den Beweis 
von [112] noch verbessert und ‘in dieses Buch auch die ganze Literatur 
tiber den Korrespondenzsatz aufgenommen. . Auch hat er [ibidem] §§ 119 
und 124 den Weg angezeigt, um alle Korrespondenzen, auch die mit ne- 


Hieronymus Georg Zeuthen. 5 


gativer oder gebrochener ,,Wertigkeit“ zu erledigen und diesem letzteren 
Begriff auch die Hurwitzschen ,,singuliren“* Korrespondenzen einzuordnen. 

Als eine Fortfiihrung der Begriffe iiber eindeutige Transformation der 
Gebilde, aber auf das viel kompliziertere Gebiet der Flachen, ist eine 
sich anschlieBende Reihe von Arbeiten, [84] von 1870 sowie [37] bis [39] 
von 1871 wie auch [60], [62] von 1876, anzusehen, welche die geome- 
trisch-algebraische Kraft Zeuthens im hellsten Lichte zeigen, und welche 
am meisten zur Bedeutung seines Namens beigetragen haben, um so mehr 
als sie auch die Polarentheorie stark geférdert haben. Man sieht in ihnen 
deutlich, daB der Gesichtspunkt der rationalen Transformationen den 
innersten Kernpunkt des Zeuthenschen Arbeitsgeistes bildet, und da8 aus 
dieser Beschaftigung seine feine und scharfe Erfassung und Fassung von 
komplizierten geometrischen Einzelheiten, wie sie zu jener Zeit héchstens 
einigen Algebraikern oder Analytikern an der Hand von Reihenentwick- 
lungen sich erschlossen hatten, erwachsen ist. Diese Einzelheiten boten 
sich in besonderer Fiille und Mannigfaltigkeit beim Entsprechen von 
Fundamentalpunkten und -kurven auf Flachen dar; an ihnen entwickelte 
sich Zeuthens eingehendes geometrisches Versténdnis und seine scharfe 
geometrische Bezeichnungsweise, die sich auch unmittelbar in analytische 
Formeln iibertragen la8t, wie auch umgekehrt jeder analytische Ausdruck 
sich in die geometrische Sprache umsetzen laBt. Vergleicht man damit 
die unbestimmte und sorglose Sprache der Geometer der damaligen und 
auch spiteren Zeit, so erkennt man erst das groBe, noch nirgends her- 
vorgehobene Verdienst Zeuthens um die allgemeine Ausbildung der Geo- 
metrie, auf das der Berichterstatter um so lieber hinweist, als er in der- 
selben Richtung zu wirken bestrebt war und sich dabei gern als Schiiler 
Zeuthens in jener Richtung bekennt’*). 

Die Hauptarbeit in dieser Richtung ist [38], die Verallgemeinerung 
der Operationen von [35], wahrend [37], eine Feststellung der Verhilt- 
nisse bei vielfachen Geraden einer Flache, nur als Vorbereitung der Aufgabe 
von [38] anzusehen ist, die bei eindeutigen Punkttransformationen zwischen 
zwei Flacher invarianten Zahlenrelationen zu ermitteln. Der Beweis fiir die 
Erhaltung der Geschlechtszahl p bei zwei Kurven lieB sich nach Zeuthen, 
Clebsch und Bertini dahin fassen, daB man die Transformation zwischen 
zwei Kurven durch zwei sukzessive Transformationen ersetzt, welche je 
eine der beiden Koordinaten festlassen; und in einer solchen einfacheren 
Transformation hat man nur aus den, einem von einem Punkt der Ebene 


*) Ich erlaube mir dabei, auf meine Noten in Math. Annalen 56 und in dem 
Chicago Congress Math. Papers hinzuweisen, in welchen besonders die von Anfang an 
so notwendige scharfe Unterecheidung zwischen ,koinzidierenden“ und ,,konsekutiven“ 
Punkten einer Kurve betont wird. 
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an die Kurve gehenden Tangentenbiischel zugehérigen Zahlen (der Anzahl 
der beweglichen Punkte der Geraden des Biischels und der Anzahi der 
eigentlichen und uneigentlichen Tangenten des Biischels, den Zahlen 
m und w in der obigen Riemannschen Formel w — 2n = 2p — 2) eine 
solche Kombination p m bilden, welche sich bei Anderung des Scheitels 
des Biischels nicht andert. Genau so geht Zeuthen bei zwei Flachen vor, 
hier nur mit Einschieben zweier neuer Flachen unter Betrachtung der 
Anzahlen, die zwei Tangentenkegel an eine Flache betreffen, wobei die 
Schwierigkeit nur in der genauen Bestimmung der Singularitatenzahlen 
dieser Kegel bei allgemein und bei speziell gelegenem Scheitel liegt. 
Es gelingt Zeuthen auch hier, zunichst eine bei Verlegung des Scheitels 
invariante Kombination ‘zu finden, eben die Geschlechtszahl p, welche 
schon von Clebsch und mir (Math. Ann. 2) angegeben war. Aber Zeuthen 
findet zugleich noch eine zweite Kombination, welche zwar nicht vdllig 
invariant ist, insofern in die Transformationsformel noch die Anzahlen 
der einfachen Fundamentalpunkte der beiden Flachen eintreten. Sie er- 
scheint daher als neue Invariante nur gegeniiber Transformationen, bei 
denen iiberhaupt keine einfachen Fundamentalpunkte auf beiden Flachen 
auftreten, sie ist eine ,,relative Invariante’. Auch Segre hat auf anderm 
Wege diese Halbinvariante gefunden, und so nannte man sie ,,Zeuthen- 
Segresche Invariante‘; ihre Auffindung stellt die Hauptleistung Zeuthens 
in der Theorie der algebraischen Flaichen dar. Dem _ Berichterstatter 
ist es spiter (Math. Ann. 8) gelungen, die nicht-invarianten Glieder der 
Zeuthenschen Forme! mittels Beziehung der Fundamentalpunkte zu den 
zu der Flache zugehérigen invarianten ,,Flichen p“, negativ genommen, 
durch Invarianten zu ersetzen, und so eine vollig invariante Zahl p zu 
erhalten, aber diese Arbeit (Math. Ann. 8) ruht doch véllig auf der 
Zeuthenschen Arbeit. Es war nur natiirlich, daB meine eigenen Be- 
strebungen mit denen von Zeuthen eng zusammenstieBen. 

Interessant ist in dem Aufsatz [38] auch die Anwendung auf Ab- 
bildungen von Flachen auf Doppelebenen, in [39] die auf Uberfiihrung 
einer Flache in ihre reziproke. In dieser letzteren Arbeit laBt Zeuthen 
einige Glieder als noch nicht hinreichend untersucht weg, da er verlangt, 
daB jede der eingefiihrten Singularitaéten nicht nur vom Punktstandpunkt 
aus, sondern auch vom dualen Standpunkt genau festgestellt werde. Es ist 
dies ein Zeichen, welche Anforderungen Zeuthen an seine Beweise stellte, 
und zugleich ein Beweis fiir seine Redlichkeit: es war ihm natiirlich, sich 
zu einer Liicke oder gar einem Fehler zu bekennen, sobald er sie ein- 
gesehen hatte. Diese Wahrheitsliebe hat Zeuthen immer betitigt: die 
Sache ging ihm immer vor der Person. Auch in den Polemiken, mu 
denen Zeuthen mehrfach Veranlassung hatte, la8t sich bei ihm derselbe 
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sachliche Zug erkennen; er blieb immer in streng objektiven Grenzen, 
auch wenn es auf der Gegenseite nicht der Fall war: eine wahrhaft vor- 
nehme Natvr. 

Die Betrachtungen iiber Reziprokalflachen hat Zeuthen 1876 in [60], 
[62] zu einem befriedigenden Abschlu8 gebracht, indem er nicht nur die 
Formeln von Salmon und Cayley wiedergibt, sondern sie auch betrichtlich 
auf auBerordentliche Singularitéten ausdehnt, die nicht jede Flache, sei es 
von dem einen oder andern Standpunkt, ,,im allgemeinen“ aufweist. 
Uber die Resultate dieser Autoren geht Zeuthen auch darin hinaus, daf 
er die Singularitatazahlen véllig sicher festlegt, mit Methoden vielfach 
analytischer Art, die auch die Weiterfiihrung auf noch héhere Singularitaten 
gestatten wiirden*). Schon friiher, 1868, in [29] und [33] hatte Zeuthen, 
bei analogen Untersuchungen iiber die Singularitaétengleichungen der Raum- 
kurven, seinen Namen an die von Cayley und Salmon gebunden, indem 
er auch hierbei deren Resultate mit dem einfachen Korrespondenzprinzip 
bedeutend erweitert hatte. 

Eine andere Reihe von geometrischen Arbeiten aus derselben Zeit 
zeigt Zeuthen von einer neuen Seite: eine starke intuitive Kraft, die ihn 
zur Aufdeckung von gestalilichen Verhiltnissen bei Kurven und Flachen 
fiihrt. Diese Tatigkeit fihrt aber in ihrem Ursprung auf die oben be- 
sprochene Beschaftigung mit der Charakteristikentheorie zuriick. In der 
groBen Abhandlung [47 |] von 1873 iiber Systeme von Kurven vierter Ordnung 
war es nétig geworden, die Singularitéten mit Kontinuititsbetrachtungen 
zu verfolgen, indem es darauf ankam, unter den ausgearteten Liésungen 
einer Aufgabe die ,,eigentlichen“ Lésungen zu erkennen, was nur dadurch 
méglich war, daB das Auftreten von sogen. ,,Scheiteln“ gestaltlich be- 
obachtet wurde, von denen ein jeder in einen doppelten Punkt (im Sinne 
der Liniengeometrie) iibergehen kann. 

Die Grundarbeit fiir die Aufzihlung der verschiedenen Gestalten der 
ebenen Kurven vierter Ordnung (ohne mehrfache Punkte) ist die in diesen 
Annalen erschienene Abhandlung [50]. Von fritherer Literatur werden 
nur allgemeine Betrachtungen von Pliicker und von Staudt benutzt. Die 
Einteilung geschieht hauptsichlich nach dem Verhalten der Kegelschnitte, 
welche durch die acht Beriihrungspunkte der vier Doppeltangenten eines 
Zuges gehen (die imaginaren inbegriffen), wobei zunichst 13 Klassen 
unterschieden, daraus aber 36 verschiedene Formen von Kurven vierter Ord- 
nung abgeleitet werden, von denen simtlich auch die Existenz nachgewiesen 


*) Merkwiirdigerweise erwihnt die neueste Darstellung der Theorie von 
H. W. E. Jung ,,Uber algebraische Flichen“ J. f. Math. 150 die Zeuthenschen Verall- 
gemeinervngen der friiheren Theorie iiberhaupt nicht, so daB es unentschieden bleibt, 
ob sie benutzt worden sind. 
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wird. Auch die Formen der Kurven vierter Ordnung mit Doppelpunkten 
werden erledigt; und weiter wird von da die Untersuchung der Gestalten der 
allgemeinen Flichen dritter Ordnung erledigt, indem sie mit Geiser durch 
Projektion von einem ihrer Punkte aus auf eine Ebene, die eine Doppel- 
ebene mit Obergangskurve vierter Ordnung wird, auf jenen Fall zuriick- 
gefiihrt werden. Auch hier (s. auch [51]) ergeben sich alle méglichen 
Gestalten und Realitétsverhiltnisse der Geraden der Fliche, und es 
werden alle Resultate von Schilafli wieder erhalten, sowie die von Klein 
(Math. Ann. 6), der einen ganz anderen Ausgangspunkt genommen hatte. 
Die Methode von Zeuthen ist besonders dadurch einfach, daB auBer dem 
einen Fundamentalpunkt, der Projektionspunkt auf der Flache ist, keine 
weiteren Fundamentalpunkte in der Abbildung auftreten. 

Viel spaiter [97] hat Zeuthen auch die Gestalten der Flaichen 4. Ord- 
nung mit Doppelkegelschnitt abgeleitet. 

Dieser ganze, in sich geschlossene Kreis von geometrischen Forschungen 
fallt, sich in immer intensiverer Weise aussprechend, in das erste Jahr- 
zehnt von Zeuthens Schaffenswerk. Damit ist aber auch der Héhepunkt 
in seinem geometrischen Schaffen erreicht; nur haben wir noch eines 
nachzutragen. 

1874 hat in [56] Zeuthen das Korrespondenzprinzip von Kurven auf 
Ebene und Raum. ausgedehnt, was freilich teilweise schon von Salmon 
(Raumgeometrie von 1868) vorausgenommen war. Diese Ausdehnung be- 
ruht auf einfacher Anwendung des gewdhnlichen Chaslesschen Prinzips, 
auch im Falle, da8 unendlich viele Punkte existieren, welche mit ihren 
entsprechenden zusammenfallen. 

Was nun folgt, betrifft entweder vereinzelte Fragen, oder es sind 
Arbeiten, welche friihere Ideen nur ausfiihren; ein gréBeres neues Gebiet 
wird nicht mehr beschritten. Nicht als ob die spaiteren Leistungen, die 
wieder etwa 1909 einsetzen, gegeniiber den friiheren durchaus zuriick- 
blieben; im Gegenteil: hat doch Zeuthen noch im Greisenalter 1914 sein 
groBes Werk [5], das wir schon mehrfach zu erwahnen Gelegenheit hatten, 
erscheinen lassen kénnen. Aber auch hier fehlt die Fortentwicklung, 
wenn auch nicht die Umgestaltung, seiner Ideen; iiber die iibrigen geo- 
metrischen Leistungen Zeuthens kénnen wir uns kurz fassen. 

Eine Reihe von kleineren Arbeiten sind der Konstruktion des 8. Schnitt- 
punktes der durch 7 gegebene Punkte gehenden Flachen 2. Ordnung ge- 
widmet, und der Betrachtung der Konfiguration dieses Oktupels von 
Punkten, von dem analoge Eigenschaften nachgewiesen werden zu denen, 
wie sie das erweiterte Pascalsche Sechseck eines Kegelschnitts bietet. Die 
Grundarbeit in dieser Richtung ist der Aufsatz [79] (1881), sie schlieBt 
also auch an Zeuthens friihere Richtung auf das Korrespondenzprinzip an, 
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das nur von der Ebene durch Abbildung auf die Flache 2. Ordnung iiber- 
tragen ist, wobei jene Betrachtungen nur als Anwendung auftreten. Fort- 
gefiihrt sind sie in [82] (1882), [96] (1886) und [105] (1889). 

Ein weiterer Gedankenweg Zeuthens versucht, die Abzihlungen fiir 
Schnittpunktsitze, wie sie etwa Cayley vorgenommen hatte, zwar beizu- 
behalten, aber auf eine strengere Form zu bringen. Obwohl ihm das ge- 
lungen ist, wird man doch das Verfahren Zeuthens gegeniiber dem alge- 
braischen des Berichterstatters noch nicht als befriedigend anerkennen 
kénnen. Endlich ist noch ein Beitrag zum Beweis des Fundamentalsatzes 
der projektiven Geometrie [127], [128] zu nennen. 

Beim Uberreichen seines geometrichen Hauptwerkes [5} von 1914 an die 
Danische Akademie der Wissenschaften sprach sich Zeuthen unter dem Titel 
»,Uber Anwendung von Rechnung und Raisonnement in der Mathematik 
[155] selbst iiber seine Arbeitsweise aus. Er kniipft an Ausspriiche seiner 
beiden ersten Universitatslehrer Ch. Jiirgensen und A. Steen an, von denen 
der erstere die Mathematik als eine Trigheitswissenschaft bezeichnete, der 
zweite ein mathematisches Resultat nicht eher als wohlbegriindet erklarte, 
bis es durch Rechnen vollgesichert erscheine (,,Rechnung* im weitesten 
Sinne genommen). Beide Ausspriiche regten ihn an, der erste, obwohl 
Zeuthen nicht zur Tragheit veranlagt war; aber er wiinschte, die Resul- 
tate auf mdglichst kurzem Wege zu erlangen, vor allem jede weitlaiufige 
Rechnung zu umgehen, und diese Ziele suchte er auf dem Konstruktions- 
wege zu erreichen mit rein geometrischen Lésungen durch Konstruktionen, 
welche zugleich mehr Einsicht in das Wesen des Problems geben als der 
Rechnungsweg, und sich dann auch als einfacher herauastellen. Dieses 
Ziel hat Zeuthen dann sein Leben hindurch verfolgt von den dltesten 
Problemen der griechischen Mathematik an bis zu den neuesten Forschungen, 
und oft mit ausgezeichnetem Erfolg. 

Dem zweiten Ausspruch stand Zeuthen widerstrebend gegeniiber; er 
erkannte die Gefahr, von dem System der Rechenformeln und -symbole 
mechanisch abhingig zu werden, anstatt mit dem Gedanken iiber den 
Rechenmethoden zu stehen und den Problemen begrifflich ins Auge zu 
sehen und die Methoden selbst erst nach ihnen m formen. Hiatte er das 
gefliigelte Wort O. Hesses gekannt: ,,Die Mathematik ist die Wissenschaft, 
das Rechnen zu vermeiden“, er hatte dieses Wort wohl sich zm eigen 
gemacht. Aber da er so an seinem Wege festhalten wollte, fiihlte er den 
Worten Steens gegeniiber nur die Verpflichtung, auch seinen Weg gegen 
jeden Einwand méglichst sicherzustellen, und seinen Resultaten einen 
ahnlichen Grad von Zuverlissigkeit zu geben, wie ihn die Rechnung be- 
anspruchen konnte. So entstand sein Bemiihen, in seinen Forschungen 
neben der Einfachheit auch immer gréBere Klarheit und Strenge zu er- 
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zielen, und er verschmahte dazu bei Einzeluntersuchungen auch nicht die 
Verwendung algebraischer und analytischer Methoden, nur daB diese nicht 
die Grundlage seiner Forschungen bilden durften, als welche ihm immer 
die Induktion galt: nur gepaart mit strenger Selbstkritik, die er bei 
manchen seiner Vorginger, deren richtige Resultate mehr ihrem ,,bon 
sens“ zuzuschreiben waren, schwer vermiSte. Zeuthen arbeitete mit der 
Intuition, fir ihn eine Art Gesamtheitsauffassung, welche alle Einzel- 
heiten des Gegenstandes seiner Forschung schon in sich faBt, und damit 
durchdrang er auch diese Einzelheiten. Besonders deutlich ist dies in 
seinem Lehrbuch [5] der Fall, das zwar die Geometrie nach allen Rich- 
tungen durchforscht und einen Uberblick iiber das ganze Gebiet erdffnet, 
das aber doch im wesentlichen nur Regeln fiir alle méglichen Vorkomm- 
nisse gibt, keine eigentlichen Beweise. Wer sich in die Einzelheiten dieser 
Untersuchungen vertieft hat, wird aber bei abzaihlenden Fragen selten in 
Zweifel iiber ihre Behandlung kommen. Nur von einer in den letzten 
Jahren oft erérterten Frage der abzihlenden Geometrie kann man nicht 
sagen, da8 sie eine vollig befriedigende Lésung gefunden hat, auch durch 
Zeuthen nicht, dessen letzte Arbeit [161] (1919) ihr gewidmet ist: die 
Frage, wie unendlich viele Lésungen, die bei einem Problem mit im all- 
gemeinen endlich vielen Lésungen im speziellen Falle eintreten, die An- 
zahl der endlich vielen eigentlichen Lésungen modifizieren? Es kommt 
vor, daB diese Anzahl ganz unberiihrt bleibt, und dies soll nach Zeuthen 
davon herriihren, daB die beiden Arten von Lésungen zu verschiedenen 
Faktoren der Resultante gehéren, von denen durch die Spezialisierung nur 
ein Faktor beriihrt wird. Diese Erklirung, abgesehen davon, daB sie nur 
eine Umschreibung ins Algebraische ist, ist aber nicht erschépfend, indem 
die Spezialisierung an den Eliminitationsprozessen, nicht nur erst in der 
SchluBresultante vorzunehmen ist, sondern schon im Laufe der Prozesse, 
so daB das spezielle Problem eigentlich ganz unabhingig vom allgemeinen 
za behandeln ware. Die dabei gegebene geometrische Erklairung mag fir 
die an p— 1-Stellen eine Kurve vom Geschlecht p beriihrenden Kurven 
y im hyperelliptischen Fall fiir p= 3 zutreffen; wie soll man aber fiir 
p>3 damit als Resultat erhalten, daB die unendlich vielen Lésungen 
als eigentliche Lésungen mitzahlen oder nicht mitzahlen, je nachdem der 
Grad der Unendlichkeit ein gerader oder ein ungerader ist (wie schon fiir 
p= 5 beide Fille vorkommen)? 

Da sich Zeuthens induktive und intuitive Art zu denken iiber das 
ganze Werk [5] erstreckt, ist es geeignet, in dem Leser nach und nach 
dieselbe Anschauung hervorzurufen und durch die Umfassung eines so groBen 
lk’ terials das Gefiihl der Richtigkeit und Zuverlassigkeit so weit zu entwickeln, 
daB ein rein deduktiv gehaltenes Werk nicht eindringlicher wirken kénnte. 
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Das Werk [5] ist nur in deutscher Sprache erschienen. Es gehdért 
somit zu unserer deutschen mathematischen Literatur und wird von hier aus 
trotz der entgegenstehenden Widerstande in die Weltliteratur eindringen; 
diese Gabe eines Auslinders an unsere Literatur soll Zeuthen hoch ange- 
rechnet werden. 


Auf die erste zehnjahrige geometrische Periode folgt bei Zeuthen zu- 
nachst ein zehnjahriges Zwischenstadium, ausgefiillt mit Arbeiten iiber 
Mechanik, mit Lehrbiichern geometrischen oder mechanischen Inhalts und 
mit dem Enzyklopadiebericht iiber abzaihlende Methoden [141], hierin 
aber anschlieBend eine mathematisch-geschichtliche Periode, die Zeuthens 
Arbeitkraft bis etwa 1909 in Anspruch nahm und wihrend des letzten Lebens- 
jabrzehnts neben der zweiten geometrischen Periode herlief. Auch durch 
die ganze historische Periode hindurch hat sich Zeuthen die alte mathe- 
matische Scharfe und Kritik zu bewahren gewuBt, wie sein geometrisches 
Alterswerk [5] beweist. 

Wenn jetzt die historische Tatigkeit Zeuthens naher betrachtet werden 
soll, so werde ich mich, da mir diese Tiatigkeit ferner steht als die geo- 
metrische, auf einen kurzen Uberblick beschrinken miissen. 

Die ersten Schritte auf diesem Gebiet geschahen nur zégernd in einigen 
kurzen Noten von 1876 bis 1883 [59], [85], [90], unter dem gemeinsamen 
Titel ,,Fra Mathematikens Historie“ in seiner Tidsskrift veréffentlicht: Uber 
indische Geometrie, iiber diophantische Aufgaben usw. Aber 1885 holt 
Zeuthen zu einem Hauptschlager aus, es erscheinen in den Abhandlungen 
der Danischen Akademie die ,,Kegelsnitsleren i Oldtiden“ (eingereicht 
1884), ein Jahr darauf auch in Deutsch als selbstandiges Werk in Kopen- 
hagen herausgegeben unter dem Titel: ,,Die Lehre von den Kegelschnitten 
im Altertum“, iiber 500 Seiten gro8. Der Inhalt ist nicht mehr und nicht 
weniger als der Nachweis, da8 das Buch des Apollonius von Perga iiber 
die Kegelschnitte, bald nach Euklids Elementen geschrieben, eine férmliche 
analytische Geometrie der Kegelschnitte unter Koordinatenbenutzung und 
mit einem Aquivalent fiir algebraische Rechnung enthilt: eine Entdeckung, 
welche alle unsere bisherigen Begriffe iiber die Entwicklung der alten und 
der neueren Mathematik iiber den Haufen wirft. Und sie ist so wohl- 
begriindet, daB sie kaum mehr eine Hypothese genannt werden kann. Die 
Koordinaten bestimmen als zwei lineare variable Parameter die Punkte 
der Kurve, ebenso wie in unseren auf zwei durch einen Brennpunkt 
gehenden Achsen ausgedriickten Kegelschnittsgleichungen. Und wenn auch 
die Rechnung noch nicht mit den neueren algebraischen Symbolen gefiihrt 
sein kann, so bietet sie doch vollen Ersatz dafiir, indem sie geometrische 
GréBen dafiir benutzt und diese in Form einfacher geometrischer Prozesse 
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verkniipft, wie Teilung von Rechtecken und Wiederzusammensetzung zu 
Flachen, eine Operation, die von den Griechen zur numerischen Auflésung 
der quadratischen Gleichungen verwendet worden ist. (Nach [3’] S. 25 oder 
8. 19 leistet Buch VI, 28 oder Buch II, 5 der ,,Elemente“ die Auflésung der 
quadratischen Gleichung az —2z*=b*.) Diese Auffassung einer geome- 
trischen Algebra hatte iibrigens schon P. Tannery vorbereitet, und sie wurde 
in Zeuthen durch Beschaftigung mit Tannerys Arbeiten angeregt; sie ist 
auch in Deutschland geaiuSert worden, von Nesselmann und selbst von 
M. Cantor, und sie hat wohl keine Gegnerschaft, 

Fiir die Griechen — und dies ist ein weiterer Punkt, auf den Zeuthen 
immer wieder hingewiesen hat — war eine solche geometrische Algebra 
schon aus dem Grunde nétig, weil sie auch die irrationalen GréBen be- 
herrscht, waihrend die Arithmetik nur die rationalen Zahlen besaB; gerade 
dieser Umstand bewirkte es ja auch, daB man die geometrischen Methoden 
allein als strenge erklarte, wahrend den arithmetischen Methoden die 
Existenzbeweise fehlten. 

Die geschichtlichen Untersuchungen von Zeuthen sind, im Gegensatz 
zu denen von M. Cantor, nicht nur literarische, lediglich auf Urkunden 
gestiitzte, sie bedienen sich der philologischen Methoden, mit denen 
Zeuthen vdéllig vertraut war, nur als Hilfsmittel; dariiber hinaus war ihm 
das wesentliche, sich in den Geist der Methoden der Alten mathematisch 
so einzguleben, da8 er auch wagen konnte, Hypothesen iiber Entstehung 
und Tragweite der Methoden aufzustellen. Gegen diese Richtung Zeuthens, 
die im Geschichtlichen genau das Entsprechende vorstellt zu seiner induk- 
tiven Richtung im Geometrischen, sind von den philologisch gerichteten 
Historikern der Mathematik natiirlich Einwendungen erhoben worden (vgl. 
z. B. die Verteidigung [119]), die aber die starke Uberzeugungskraft nicht 
leugnen konnten, welche von diesen Arbeiten Zeuthens ausgeht. Als beste 
Antwort auf diese Anschuldigungen wollen wir hier einige Worte anfiihren, 
die Zeuthen beziiglich Paul Tannery, welcher dieselbe Tendenz verfolgte, 
und der Zeuthen in seinen geschichtlichen Arbeiten als Vorbild gedient 
hatte, in einem Nachruf auf diesen Forscher [139] (1905) gebrauchte, 
und die wértlich auch auf ihn selbst anwendbar sind: ,,P. Tannery war 
ein geniigend tiefer und feiner Geometer, um sein Denken unabhangig zu 
machen von den aktuellen Formen der Mathematik und es den antiken 
Formen so anzupassen, daB er aus eigener Erfahrung den Wert der Hilfs- 
mittel und die Tragweite der Verfahrungsweisen beurteilen konnte, iiber 
die man in den vergangenen Zeiten verfiigte. Daher wuBte er sich auch 
von jeder Klassifikation freizumachen, die der modernen Mathematik entlehnt 
ware ; so verstand er z. B. in der antiken Geometrie die Grundlagen einer Al- 
gebra aufzufinden, die unmittelbar anwendbar war auf arithmetische Fragen“. 
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Zeuthen stiitzt sich zwar auf alte urkundliche Belege, aber er baut 
nicht ausschlieBlich auf sie, sondern auch auf seine mathematische Einsicht, 
die bis zu den fernsten voreuklidischen Zeiten dringt; er findet bei 
Apollonius nicht nur Zusammenhinge mit der analytischen Geometrie, 
sondern auch mit der projektiven Erzeugung der Kegelschnitte. 

Zeuthen verfolgt in einer ganzen Reihe von Arbeiten, so [138], [144], 
[146], [153], vor allem in der groBen Abhandlung [158] die Entwicklung 
der griechischen Mathematik, der Geometrie und der Arithmetik von Euklid 
zuriick bis zu den Pythagoriéern. Es gelingt ihm, alle sukzessiven Stadien 
in den Methoden festzulegen, alles aus den sparlichen Notizen iiber solche 
Resultate in der griechischen Literatur von Plato riickwirts, auch bei den 
griechischen Kommentatoren, denselben Notizen, die auch Cantors Werk 
zugrunde liegen, nur da8 Zeuthen iiberall iiber sie hinausgeht und aus 
den Resultaten Schliisse auf den Stand der Methoden zieht, welche solche 
Resultate méglich gemacht haben konnten. Das Hypothetische dieses 
Aufbaues ist ja nicht zu leugnen, aber nicht nur ist der Grund fest, 
auch die einzelnen Glieder des Baues stiitzen einander gewdlbartig. Wie 
frei Zeuthen das Werkzeug der Griechen, dessen sich noch Newton be- 
diente, das aber seitdem eingerostet war, zu handhaben wuBte, zeigt 
Note [144]. 

Vom Altertum aus wendet sich Zeuthen in einem zweiten gréBeren 
Werk [3’] (1896) (drei Jahre vorher in dinischer Sprache [8] erschienen) 
der folgenden Zeit zu, bis zu derjenigen neueren Zeit, in der die direkten 
oder durch die Araber vermittelten Einfliisse der griechischen Mathematik 
aufhéren, namlich bis gegen das 16. Jahrhundert hin, dem in Verbindung 
mit der Mathematik des 17. Jahrhunderts Zeuthen noch ein besonderes 
Werk [4] (1903) gewidmet hat (siehe auch [4’]). [3] ist also als eine 
Art Briicke zwischen [2] und [4] anzusehen, denn [3] behandelt die 
Einwirkungen des griechischen Geistes auf die Zeit des Mittelalters, die in 
mathematischer Beziehung ausschlaggebend waren; es behandelt die all- 
miahliche Aufnahme des groBen Stoffes, der teils in griechischer Sprache 
im Original zugefiihrt, teils durch die Araber vermittelt wurde, wozu sich 
das gesellte, was die Araber selbst in Gleichungen zweiten Grades geschaffen 
hatten oder was sie von den indischen Rechnern wuBten. Die selbstandige 
Verarbeitung und Vertiefung des Stoffes bei den Westvélkern beginnt erst 
mit der Zeit, der [4] gewidmet ist. Dieses Werk vor allem ist nicht ein 
historisches in dem Sinne, wie man es sonst zu nehmen gewohnt ist: eine 
Feststellung und Registrierung von Einzelheiten; es ist im historischen 
Gewande ein mathematisches Werk, das sich an Mathematiker wendet, um 
ihnen ihre Methoden im Entstehen zu zeigen und dadurch von neuer Seite 
nahe zu bringen. Ein groBer Teil ist Vieta und Descartes gewidmet, nicht 
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nur in der Algebra und analytischen Geometrie, sondern auch in der Analysis 
des Unendlichen; aber diese wird durch alle groBen Namen hindurchgefiihrt, 
von Kepler und Galilei bis auf Newton und Leibniz. Besonders fliissig 
geschrieben und eindrucksvoll ist die reiche, 80 Seiten starke Kinleitung, 
welche die chronologischen und biographischen Daten gibt und eine Uber- 
sicht iiber die ganze behandelte Zeit gewahren soll. Die Darstellung beruht 
iiberall auf eigenen Forschungen, die in zahlreichen kleineren Veréffent- 
lichungen vorhergegangen waren; so seien die iiber J. Barrow hervor- 
gehoben [125] und [129], den Lehrer Newtons und Vorginger auf dessen 
Lehrstuhl in Cambridge, den Zeuthen als den eigentlichen bewuBten Ent- 
decker des inversen Charakters der beiden Probleme, des der Tangenten 
und des der Quadratur, d. h. der Differential- und der Integralrechnung, 
hinstellt, eine Entdeckung, die Zeuthen iiberhaupt als das Fundament der 
Erfindung des Infinitesimalkalkiils ansieht und die auch Newton beeinflu&t 
habe. Wenn man sich den Wiirdigungen Zeuthens in dieser Einleitung 
im allgemeinen voll anschlieBen kann, so erleidet das vielleicht eine Ein- 
buBe bei der von Leibniz, die zum mindesten nicht von Voreingenommen- 
heit fiir den deutschen Philosophen spricht. 

Von allen weiteren historischen Einzelforschungen Zeuthens méchten 
wir nur noch auf die iiber Archimedes hinweisen, dessen Herausgabe seinem 
Freunde Heiberg zu danken ist, zusammen mit ihm selbst [143], [144]. 
In [143] gibt Zeuthen den Kommentar zu einer verloren geglaubten von 
Heiberg wieder entdeckten Schrift des Archimedes, einem Fund, der in un- 
verhofiter Weise eine ,,Hypothese“ von Zeuthen in tatsichliche Wirklich- 
keit umsetzte. Bei diesem AnlaS kimpft Zeuthen gegen gewisse neuere 
Benennungen, die er fiir ungeschichtlich halt, so das ,,Archimedische 
Prinzip, das schon bei Euklid erscheine und von dessen Vorginger 
Eudoxos herriihre [140]. Bei Euklid wird es ausdriicklich als Postulat 
eingefiihrt, und so kénnte der ganze vorhergehende Teil der ,,Elemente“ als 
nicht-archimedisch bezeichnet werden. Ebenso wird die Bezeichnung ,,nicht- 
euklidische Geometrie“‘ verworfen, weil Euklid selbst das Parallelaxiom nur 
als fiinftes Postulat einfiihrt, jene Geometrie also eigentlich gerade dem 
Sinn von Euklid selbst entspreche. Auch gegen die Verwendung des Aus- 
druckes ,,Pascalscher Satz‘ fiir einen speziellen Fall des allgemeinen 
Pascalschen Satzes kiampft er. Er wiinscht auch im Historischen die 
Strenge der Alten, die unter anderem einen Satz dem allein zuschrieben, 
der ihn bewiesen und damit seine Existenz gezeigt habe, wahrend der 
urspriingliche Entdecker nicht einmal zitiert wurde. 

Wir wollen unseren Bericht nicht schlieBen, ohne nochmals der Per- 
eonlichkeit Zeuthens in Verehrung zu gedenken. Ich hebe seine immer 
hohe, gleichmaBige Gesinnung hervor, auch in politischen Dingen, wo er 
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aufs innigste die Verséhnung der feindlichen Geister durch die Wissen- 
schaft erhoffte; leider triigerisch; er starb, ohne diese geistige Verséhnung 
gesehen zu haben. Der Adel seiner Gesinnung machte Zeuthen zum ehr- 
wiirdigen Mittelpunkte der Gelehrten seines Landes. Seit 1872 mit ihm 
in brieflichem, manchmal auch in persénlichem, immer herzlichem Verkehr, 
konnte auch ich immer nur zu ihm aufblicken. Wenn er im allgemeinen 
in persdnlichen Dingen zuriickhaltend war, so hat er doch einmal einen Ein- 
blick in sein Inneres tun lassen. In der ersten Anmerkung zu der Ver- 
éffentlichung der Universititsrede von 1907 [13] spricht Zeuthen davon, 
daB dieses Fest der Universitat ehemals ein kirchliches war, ,,pour commé- 
mvrer la propagation & travers les siécles de vérités qui sont aussi pour 
moi les plus chéres.“ Und am Schlusse der Rede: ,,Nous (die Professoren 
als Lehrer) devons donc mettre notre personnalité dans notre travail; 
mais que cela ne nous incite pas 4 y chercher notre propre honneur! 
plaise 4 Dieu que nous n’y cherchions que la vérité, et que la semence 
déposée par nous soit bonne et saine.“ 


Schriftenverzeichnis. 


A. Biicher, Vorlesungen, Gelegenheitsschriften. 


1. Grundri8 einer elementar-geometrischen Kegelschnittslehre. (Leipzig, Teubner, 
1882. 8°. VI und 97 8.) 

1’. [Vorher:] Skelett af en elementar-geometrisk Kegelsnitelwre. (Tidsskr. f. Math. 
(4) IL (1878), S. 28—54, 65—76; V1 (1882), 8S. 109-124, 182—148.) 

2. Kegelsnitsleren i Oldtiden. (Forh. Vid. Selsk. 1885, (6) 1II 1.) 

2’. Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum. Deutsche Ausgabe, unter Mit- 
wirkung des Verf. besorgt von R. von Fischer-Benzon. Mit 80 Holzstichen. 
(Kopenhagen 1886. XIV und 511 8. 8°) 

8. Forelesning over Mathematikens Historie: Oldtid og Middelalder. (Kjobenhavn, 
A. F. Host & Son, 1893, 292 8.) 

3’. Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter. (Kopenhagen, A. F. Hest 
& Son, 1896.) 

8”. [Franzésische Ausgabe, besorgt von J. Mascart, Paris 1902.] 

4. Forelesning over Mathematikens Historie: XVI. og XVII. Aarhundrede. (Kjoben- 
havn, A. F. Hest & Son, 1903. 8°.) 

4’. Geschichte der Mathematik im XVI. und XVII. Jahrhundert. Deutsche Ausgabe, 
unter Mitwirkung des Verf. besorgt von Raph. Mayer. Mit 32 Figuren im Text. 
(Leipzig, Teubner, 1903. VIII und 434 8. 8°) [Auch als 17. Heft der ,Ab- 
handlungen zur Geschichte der math. Wissenschaften“, herausgeg. von Moritz 
Cantor.] 

5. Lehrbuch der abzihlenden Methoden der Geometrie. Mit 88 Figuren im Text. 
(Leipzig u. Berlin, Teubner, 1914. XII und 8948. 8° Teubners Sammlung von 
Lehrbiichern, Bd. 39.) [Der dainischen Ges. d. Wiss. iiberreicht am 16. Okt. 1914.) 

6. QOvelser i grafisk Statik. {42 Aufgaben.] (Tidsskr. f. Math. (4) I (1877), 8. 27—538. 
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12. 


13. 


15. 


16. 
17. 


17’. 


18. 


19. 


21. 


22. 


M. Noether. 


Forelesninger over Hydrostatik. (Tidsskr. (5) VI (1888), S. 129-152; mit 
Forteetzung ibid. 1893.) 

Forelesninger over Bevwgelses Lere ved Polyteknisk Lereanstalt. (Kjoben- 
havn 1896. 18 8. 8°.) 

Forelesninger over trekants Koordinater. (Kjobenhavn 1896. 64 8. 8°.) 

Om Flader af fjerde Orden med Dobbeltkeglesnit. Festskrift i Anledning af Univer- 
sitetets Firehundredaarsfest Junil879. (Kjobenhavn, Gyldendalske Boghandel, 1879.) 
Om den historiske Udvikling af Mathematiken som exakt Videnskab indtil Ud- 
gangen af det 18 Aarhundrede, Indbydelsesskrift til Kjobenhavns Universitetets 
Aarsfest i Anledning af hans Majestet Kongens Fodselsdag den 8“ April 1896. 
[Rektoratsrede 1896; 99 S. 4°] 

Steen og Oppermann. [Festrede vor dem Math. Verein, Kopenhagen 1899.) 
[Nyt Tidsskr. X (1899), S. 88—45.) 

Quelques traits sur la propagation de la Science de génération en génération. 
Discours prononcé & la féte annuelle de l'Université de Copenhague en 1907. 
(Rivista di Scienza ,Scientia“, t. V anno III (1909), Bologna Zanichelli; 17 8.) 


B. Abhandlungen. 


1859. 
y 


P 

Hvilkan Potents vil vere den hjogeste, hvori ae forekomar i den n“ Diffe- 
z 

rentialligning, udladt af den primitive Ligning f(z,y)=0. (Tideskr. (1) I, 


8. 40—44.) one 


Deskriptiv Bestemmelse af Punkterne i alle Tangenterne til nogle Klasser blandt 
de geometriske Kurver. (Tidsskr. (1) III, 8. 12—22.) 


1862. 
En Bemerkning. (Tidsskr. (1) IV, 8. 184—185.) 
Almindeliggjorelse og Loesning af Opgaver 51; 60. (Tidsskr. (1) IV, 8. 185—187. 
191—192; ferner (1) VI, 8. 184—136; (2) II, S. 111, 160; (3) V, S. 188—188.) 
{Auch schon in (1) I, 8S. 44--47 und II, 8S. 80.) 

1863, 
Opgaver til Lesning. (Tidsskr. (1) V, S. 63—64; ferner (2) I, 8. 105—112; 
(2) Il, 8. 142—144). 
Elementar- geometrisk Fremstilling af nogle Setninger om Keglersnit-linierne. 
[Vorbereitung zum Buche [1].] (Tidsskr. (1) V, S. 69—79.) 
Kongruente plane Figures Stilling mod hinanden i samme Plan. Anvendelse 
paa Opgaverne 69, 57 og 60. (Tidsskr. (1) V, 8. 97—102.) 
En geometrisk Transformationsmethode. (Tidsskr. (1) V, S. 129—130.) 
Bemerkninger om Cassinis Ellipse. (Tidsskr. (1) V, 8S. 157—160.) 


1864, 
Nogle Swtninger. (Tidsskr. (1) VI, 8. 78—79.) 
1865. 


Nyt Bidrag til Leren om Systemer af Keglesnit. (Kjobenhavn 1865, Doktor- 
dissertation, 97 8.) 


: Nouvelle méthode pour déterminer les caractéristiques des systémes de coniques. 


(Nouv. Ann. (2) V, 1866. 80 8.) [Obersetzung von [23] mit einer Zufiigung.} 


& FS 


28. 


80. 


81. 


82. 


32’. 
. Sur les singularités ordinaires d’une courbe gauche et d’une surface dévéloppable. 


34. 


85. 


85’. 


36. 


87. 


39. 
40. 


41. 
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1866. 
Om rumlige Sektorer paa somme Grundflade. (Tidsskr. (2) II, 8S. 60—64). 
Et Brey fra Dr. H. G. Zeuthen. (Tidsskr. (2) II, 8. 97—98.) 
Bestemmelse af Charakteristikerne i de elementere Systemer af Flader af anden 
Orden. (Oversigt Dan. Wetensk. Selsk. 1866, 8S. 71—72.) 


. Analyse d’un mémoire intitulé: ,Addition & la théorie des systémes de coni- 


ques.“ (C. R., t. 62, p. 177—183.) 


1867. 
Note sur les degrés de multiplicités indiquées par le principe de correspondance, 
suivie d’une application de ce principe & une démonstration des relations 
Pliickériennes. (Nouv. Ann. (2) VI, 8. 200—206.) 


1868. 


Sur les singularités ordinaires des courbes géométriques & double courbure. 
(C. R., t. 67, p. 225-229.) 


Elementar-geometriske Beviser for Hovedsetningerne om Keglesnitternes Dia- 
metre. (Tidsskr. (1) IV, 8S. 145—159.) 


Sur la détermination des caractéristiques des surfaces du second ordre. (Nouv. 
Ann. (2) VII, p. 885—408.) 
1869, 


Notes sur un systéme de coordonnées linéaires dans l’espace. (Math. Ann. I, 
8. 482—454.) 


Om et nyt Rumcoordinateystem. (Scand. Naturforsk. Forh. X,, 1868, S. 148—164.) 


(Annali di Mat. (2) III, 8. 175—218.) 


1870, 
Sur les points fondamentaux de deux surfaces dont les points se correspondent 
un-A-un. (C. R., t. 70, p. 742—745.) 
Nouvelle démonstration de théorémes sur des séries de points correspondante 
sur deux courbes. (Math. Ann. III, 8. 150—156.) 
Addition au mémoire [85]. (Math. Ann. III, 8. 328—324.) 
Note sur les quadriques polaires. (Annali di Mat. (2) IV, 8. 381—887.) 


1871, 


Recherche des singularités qui ont rapport & une droite multiple d’une surface. 
(Math. Ann. IV, S. 1—20.) 

Etudes géométriques de quelques-unes des propriétés de deux surfaces dont les 
points se correspondent un-d-un. (Math. Ann. IV, 8. 21—49.) 

Note sur la théorie des surfaces réciproques. (Math. Ann. IV, 8S. 633-637.) 
Om Dualitetsprincipet. (Tidsskr. (3) I, 8. 1—11, 129—140, 161—178.) 


. [Fortsetzung von [40], ebenda (3) II, 8. 161—181.] 


1872, 


Détermination des caractéristiques de systémes élémentaires de cubiques. (C. R., 
t. 74, p. 521—524, 604—607, 726—780.) 


Mathematische Annalen. 83. 2 
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42. 


45. 


47. 


47’ 


49. 


50. 


51. 


52. 
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Résultats d’une recherche des caractéristiques des systémes élémentaires de 
quartiques. (C. R., t. 75, p. 703—707.) 

Equations de quartiques dont une partie se réduit & une droite double. (C. R. 
t. 75, p. 950-954.) [Zu [27] gehdrig.] 

Elementert Bevis for en Swtning af den nyere Algebra. (Tidsskr. (8) II, 
8. 38—56.) 


1873. 
Note sur le principe de correspondance. (Bull. Sc. Math. V, p. 186—191.) 
Sur les différentes formes des courbes du quatriéme ordre. (C. R., t. 77, 
p. 270—272.) 
Almindelige Egenskaber ved Systemer af plane Kurver og Anvendelse til 
Bestemmelse af Karakteristikerne: de elementwre Systemer af fjerde Orden. 
Med 5 Tavier. (Danske Vid. Selsk. Skr. (5) IV, S. 287—898.) Résumé, en 
francais, S. I—XXII. 
[Auszug aus [47].) (Bull. So. Math. VII (1874), p. 97—105.) 
Mindre Meddelelser: En Rettelse. (Tidsskr. (8) III, 8. 56—57; (8) IV, 
8S. 190—192.) 
Et par Bemerkninger om Undervisning i analytisk Geometri ved de larde 
Skoler. (Tidsskr. (3) If], 8. 150—153.) 


1874. 


Sur les différentes formes des courbes planes du quatriéme ordre. Avec 2 planches 
lith. (Math. Ann. VII, 8S. 410—432.) 


- Om Udseendet af Kurver af tredie og fjerde Orden. (Tidsskr. (3) III (1878), 


S. 97—117; IV (1874), 8. 14—18.) [Auszug aus [50], wie schon [46].] 

Om Fladen af 8% Orden. (Tidsskr. (3) IV, 8.58—62.) [Vortrag tiber Ch. Wieners 
Modell. } 

Etude des propriétés de situation des surfaces cubiques. (Math. Ann. VIII, 
8. 1-30.) 

En Utledelse af de Pliickerske Formuler og af Evoluters Pliickerske Tal. 
(Tidsskr. (3) IV, 8. 129—135.) 


54. En Bemerkning om Beviserne for Hovedsetninger om Elimination mellem to 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


62. 


algebraiske Ligninger. (Tidsskr. (3) IV, S. 165—171.) 


. Détermination des nombres Pliickériens des enveloppes. (C. R., t. 78, p. 274—278, 


839—349.) 
Sur les principes de correspondance du plan et de l’espace. (C. R., t. 78, 
p. 1553—1556.) 

1875. 
Vindskjeve Kurver med konstant forhold mellem Krumningsradius og Torsions- 
radius. (Tidsskr. (3) V, S, 182—183.) 
Om 4-dobbelt rorende Kegelsnit til Kurver af fjerde Orden. (Tidsskr. (3) V, 
8S. 182—188.) 

1876. 
Fra Mathematikens Historie. (Tidsskr. (3) VI, 8. 168—174, 181—191.) [ Fort- 
setzung s. [85] (1882) und [90] (1884).] 
Sur une classe de points singuliers de surfaces. (Math. Ann. IX, 8. 321—382.) 


. Note sur les singularités des courbes planes. (Math. Ann. X, 8. 210—220.) 


Révision et extension des formules numériques de la théorie des surfaces réci- 
progues. (Math. Ann. X, S. 446—546.) . 


67. 


68. 
69. 


70. 
71, 


72. 


73. 


75. 


76. 


77. 


78. 


80. 


81. 


. Bevis for en Konstruktion af Chasles. (Tidsskr. (4) VI, 8. 13—16.) 
83. 
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1877. 


. Anvendelse af en Setning af Maxwell til at finde den billigste Bygningskon- 


struktion. (Tekn. Forenings Tidsskr., Kjobenhavn I, S. 104—118.) 
Om nipunkt Circler. (Tidsskr. for M. (4) I, 8. 118—117.) 


. Om Udvidelser af Definitioner i den elementere Arithmetik og Algebra. (Tidsskr. 


(4) I, 8. 141-151.) 
Nogle Exempler pa leddede Stangsystemer. (Tidsskr. (4) I, 8. 161—174.) 


1879, 
Om Konstruktioner af tovpolygoner [Seilpolygonen] til givne krefter i Rummet. 
(Tidsskr. (4) ILI, 8. 46—57.) 
Svar pa nogle bemerkninger af Prof. Bjorling. (Tidsskr. (4) III, 8. 74—78.) 
Déduction de différents théorémes géométriques d’un seul principe algébrique. 
(Proc. London Math. Soc. X, p. 196—204; XI, p. 156—157.) 
Détermination de courbes et de surfaces satisfaisant & des conditions de contact 
double. (C. R., t. 89, p. 899—902, 946—948.) 
Nogle hypotheser om Archimedes kvadratrods Beregning. (Tidsskr. (4) III, 
8. 145—155.) 
Nogle Egenskaber ved Kurver af fjerde Orden med to Dobbeltpunkter. Avec 
un résumé en francais. (Overs. Dan. Vidensk. Selsk. Forh., S. 89—122; Résumé, 
8. 15—19.) 

1880. 
Om antalgeometriens anvendelse til Utledelse af sedvanlige geometriske Set- 
ninger. (Skand. Nat. mét. Férh. 18380, Stockholm 1883, S. 155—163.) 


. Nogle tilsyneladende Paradoxer i Leren om Centralbevegelser. (Tidsskr. (4) 


IV, 8. 8—9.) 
Et bevis for at ligningen f(z,y,y’)=0 har et fuldstindigt Integral. (Tidsskr. 
(4) IV, 8S. 161—167.) 
Konstruktion af det ottende Skeringspunkt mellem de Flader af anden Orden 
som gaa gjennem syv givne Punkter, mit Résumé u. Tafel. (Overs. Dan. Vid. 
Selsk. Forh., 227—236 u. 2 8S. Résumé.) [AnschlieBend an [79].] 
Sur la détermination d’intégrales algébriques de différentielles algébriques. (C. R., 
t. 90, p. 1114—1118.) 
Grafisk Behandling af en Bjelkes bevegelig Belastning. (Tekn. Foren. Tidsskr. 
1880.) 

1881. 


Théorie des figures projectives sur une surface du second ordre. (Math. Ann. 
XVIII, 8. 33—68.) 
Bestemmelse af storste felles Faktor til Polynomier ved Determinanter. (Tidsskr. 
(4) V, 8. 45—55.) 

1882, 
Om stationire Kurver i et System. (Tidsskr. (4) VI, S. 5—13.) 


Elementer Behandling af et par Setninger om et Punkts Bevegelse. (Tidsskr. 
(4) VI, 8S. 46—50.) 


. Nogle rationale Relationer mellem Lengder. (Tidsskr. (4) V1.) 
. Fra Mathematikens Historie II, IIl. (Tidsskr. (4) VI, 8. 47—101.) 
86. 


Om mecanisk konstruktion af Descartes Ovaler ved Hjilp af Snore. (Tidsskr. (4) 
VI, 8S. 145—154.) 


Q* 
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91. 


RES 


97. 


100. 


101. 


103. 
103’. 


104. 


105. 


106. 


107. 


108, 
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18838. 
Et elementert Bevis for Pascals Setning. (Tidsskr. (5) I, 8. 78—81.) 
Om Sammensetning af en Punkts Hastigheder. (Tidsskr. (5) I, 8, 156—162.) 
Sur un groupe de théorémes et de formules de la géométrie énumérative. (Acta 


Math. I, 8. 171—188.) 
1884, 


. Fra Mathematikens Historie. IV. Prever paa Diofants Lesning af arithmetiske 


Opgaver. (Tidsskr. (5) I, 8. 145—156.) 
Anden Konstruktion af Dobbeltpunkterne i Projektionen af en to Keglesnitsfladers 
Skjeringskurve. (Tidsskr. (5) II, S. 60—63-) 


. Sur les pentaédres complets insorits & une surface cubique. (Extr. d’une lettre 


& M.C. le Paige.) (Acta Math. V, S. 203—204.) 
1885, 


. Et Udledelse af Duhamel’s Konvergentebetingelse. (Tidsskr. (5) III, 8. 147—149.) 
. Adolph Steen. (Tidsskr. (5) IV, 8. 65—70.) 
. Théorie des figures projectives sur une surface du second ordre. (Second article.) 


(Math. Ann. XXVI, S. 247-274.) [Fortsetzung von [79].] 
1886. 


. Construction du 8° point commun aux surfaces du second ordre qui passent par 


7 points donnés. (J. f. Math. 99, S. 320—323.) 
Su le superficie di 4° ordine con conica doppia. (Annali di Mat. (2) XIV, 8.31 —70.) 


. Et Udledelse af Betingelsen for at en Flade af anden Orden er udfoldelig. 


(Tidsskr. (5) IV, 8. 128—130.) 

Om Momentsetninger i Statiken. (Tidsskr. (5) IV, 8. 145—154.) 

Om den mathematiske Behandling af Gnidningsmodstanden. (iidsskr. (5) IV, 
8. 168—174.) 

Nogle Bestemmelser af Pyramidens Volumen. (Tidsskr. (5) IV, 8S. 175—179.) 


1887, 
Note sur un probléme de Steiner. (Extr. d’une lettre & M, P. H. Schoute.) 
(Bull. Sc. Math. (2) XI, 8S. 82—86.) 
Om algebraiske Kurvers Bestemmelse ved Punkter. (Tidsskr. (5) V, 8. 65—79.) 
Sur la détérmination d’une courbe algébrique par des points donnés. (Math. 
Ann. XXXI (1888), S.236—251.) [Obersetzung und kleine Erweiterung von [103]. 


1888, 
Note sur l’usage des coordonnées dans |’antiquité et sur l’invention de cet in- 
strument. (Overs. Dan. Vid. Selsk. Forh., 8. 127—144.) 

1889. 


Note sur les 8 points d’intersection de trois surfaces du second ordre. (Acta 
Math. XII, 8. 362—3866.) 

Extrait d’une lettre adressée & M. Guccia. (Palermo Rendic. III, 8S. 171—178.) 
[Auf Geschlecht p zerfallender Kurven beziiglich.} 


1890. 


Om Omdannelse af Differentialligninger med to Variable ved Indforelse af Linie- 
koordinater. (Nyt Tidsskr. I, 8. 1—10.) 
Bevis for at en algebraisk Ligning altid har en Rod. (Nyt Tidsskr. I, S.65—67.) 


109. 


110. 


111, 


112. 


1138. 


114, 


i15. 


116. 


117. 


118, 


120. 


121. 


122. 


123. 


124. 
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Analytisk Loesning og almindeliggjorelse af den Opgave: paa en Kugleflade at 
finde en Kurve med konstant Krumning. (Nyt Tidsskr. I, 8. 67—76.) 

Sur la révision de la théorie des caractéristiques de M. Study. (Extrait d’une 
lettre & M. Klein.) (Math. Ann. XXXVII, 8S. 461 —464.) 


1892. 
Om Konstruktionen som Existensbevis i den greske Mathematik. (Nyt Tidsskr. 
IILA, 8. 105—113.) 
Nouvelle démonstration du princip de correspondance de Cayley et Brill, et 
méthode & la détermination des coincidences de correspondances algébriques sur 
une courbe d’un genre quelconque. (Math. Ann. XL, 8. 99—124.) 


1898. 
Exemples de la détermination des coniques dans un systéme donné qui satisfont 
& une condition donnée. (Math. Ann. XLI, 8. 539—544.) 
Note sur Ja résolution géométrique d’une équation du 3° degré par Archiméde. 
(Bibliotheca math. Neue Folge VII, S. 97—104.) 
Notes sur l’histoire des mathématiques: I. Sur la résolution numérique d’une 
équation du 8° degré par Léonard de Pise. (Overs. Dan. Vid. Selsk. Forh., 8.6—17.) 
Vorher, S.1—5: Einleitung in die ,Notes“.) 
Notes sur histoire des mathématiques: II. Tartalea contra Cardanum: réplique 
relative & la question de priorité sur la résolution des équations cubiques. 
(Overs. Dan. Vid. Selsk. Forh., 8.303—830.) 
Notes sur l'histoire des mathématiques: III. Sur la signification traditionnelle du 
mot ,géométrique*. (Overs. Dan. Vid. Selsk. Forh., 8S. 330—341.) 
Nogle Bemerkninger over Bestemmelser af Asymptoterne til Kurver bestemte 
af en Differentialligning af 1% Orden. (Nyt Tidsskr. IVB, 8. 33—77.) 


1894. 


. M. Maurice Cantor et la géométrie supérieure de |’antiquité. (Bull. Sc. Math. (2) 


XVIII, S. 163—169.) 

1895, 
Notes sur l’histoire des mathématiques: IV. Sur les quadratures avant le calcul 
intégral, et en particulier sur celles de Fermat. (Overs. Dan. Vid. Selsk. Forh., 
S. 37—80.) 
Notes sur l’histoire des mathématiques: V. Sur le fondement mathématique de 
linvention du calcul infinitésimal. (Overs. Dan. Vid. Selsk. Forh., 8S. 198—256.) 
Notes sur l’histoire des mathématiques: VI. Sur quelques critiques faites de 
nos jours & Newton. (Overs. Dan. Vid. Selsk. Forh., 8. 257—278.) 
Réponse aux remarques de M. Cantor. (Bull. Sc. Math. (2) XIX, S. 183—184.) 


1896. 
Die geometrische Construction als ,Existenzbeweis“ in der antiken Geometrie. 
(Math. Ann. XLVII, S. 222--228.) 

1897. 
Notes sur l’histoire des mathématiques: Suite. VII. Barrow, le maitre de 
Newton. (Overs. Dan. Vid. Selsk. Forh., 8. 565—606.) 


. Bemerkninger om, og nyt Revis for Fundamentalsetninger i den projective 


Geometri. (Nyt Tidsskr. VIIIB, 8. 73—85.) 
Nouvelle démonstration du théoréme fondamental de la géométrie projective. 
(C R., t. 125, p. 688—640, 858—859.) 
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129. 


130. 
181. 


182. 
133. 


184. 


135. 


136. 


137. 


188. 


189. 


140. 


141, 
142. 


148. 


144. 


145. 


146. 
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1898, 
Sur le fondement de la géométrie projective. (C. R., t. 126, p. 2183—215.) 
Isaac Barrow et la méthode inverse des Tangentes. (Verh. des L. intern. Math.- 
Congr. Ziirich, 8. 274—280.) 

1900, 
Om en Art antalgeometriske Beviser. (Nyt Tideskr. X B, 8S. 49 —51.) 
Kleine Bemerkungen sur 2" Auflage von M. Cantor’s ,Vorlesungen iiber Ge- 
schichte der Mathematik“. (Biblioth. math. (8) I [unter den Bemerkungen von 
anderen Seiten).) 
Note sar la trigonométrie de l’antiquité. (Biblioth. math. (3) I, 8. 20—27.) 
Historisk og geometrisk Studie af Descartes’ Tangenterkonstruktion. (Nyt Tidsskr. 
XB, 8.51—53.) 

1901. 
Auszug aus einem Schreiben Z.’s an E. Wolffing. (Math.-naturwies. Mitteil. 
Wiirttemberg (2) II, 8. 55—56.) 
Preisfrage der Dan. Vid. Selak. (Dan. Vid. Selsk., Questions mises au concours 
pour 1901.) 

1908, 
Ved Forelmggelsen af Mathematikens Historie: 16% og 17° Aarhundrede. 
(Overs. Dan. Vid. Selsk. Forh., 8. 553—572.) 


1904. 
Sur l’arithmétique géométrique des Grecs et des Indiens. (Bib]. math. (3) V, 
8. 97—112.) 
Théoréme de Pythagore. Origine de la géométrie scientifique. (C. R. du II. Con- 
grés internat. de Philosophie Genéve. 8. 833—854.) 


1905. 
L’@uvre de Paul Tannery comme bhistorien des mathématiques. (Mit Portrait 
als Titelbild.) (Biblioth. math. (3) VI, 8. 257—304.) [Mit Einleitung und Schriften- 
verzeichnis von G. Enestrom.} 
Gebrauch und MiSbrauch historischer Benennungen in der Mathematik. (Verh. 
des III. internat. Math.-Kongr. Heidelberg, 8. 536-542.) 


1906. 
Abzihlende Methoden: III C3. (Encyklopadie der math. Wiss. Bd. III, 8. 257— 312.) 
Le principe de correspondance pour une surface algébrique. (C. R., t. 148, 
p. 491 —495, 585—539.) 
J. L. Heiberg u. H. G. Zeuthen: Eine neue Schrift von Archimedes. (Bibl. math. 
(8) VII, 8. 821—863 [1907 auch als Sonderabzug erschienen).) [Ubersetzung von 
Heiberg, math. Kommentar von Zeuthen.) 


1907, 
J. L. Heiberg u. H. G. Zeuthen: Einige griechische Aufgaben der unbestimmten 
Analytik. (Bibl. math. (8) VIII, 8.118—184.) [13 planimetrieche Aufgaben.) 
1909. 


Exemple d’une correspondance sans Wertigkeit. Atti del IV Congresso internat. 
dei Matematici Rom, Bd. II, S. 227—230.) 

Sur les rapports entre les anciens et les modernes principes de la géométrie. 
(Atti del IV Congresso internat. dei Matematici Rom, Bd. Ill, 8. 422—427.) 


147, 


148. 


149, 


150. 


151. 


152. 
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154. 


155. 


156. 


157. 


158. 


159. 


160. 
161. 
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Einleitung. 


Den Inhalt der vorliegenden Arbeit bildet die Ubertragung der Zer- 
legungssdt= der ganzen rationalen Zahlen, bzw. der Ideale in algebraischen 
Zahlkorpern, auf Ideale in beliebigen Integritdts-, allgemeiner Ring- 
bereichen. Zum Verstindnis dieser Ubertragung seien vorerst fiir die 
ganzen rationalen Zahlen die Zerlegungssitze etwas abweichend von der 
iiblichen Formulierung angegeben. 

Fa8t man in 


a= pip... pl’ =9.9,---G, 


die Primzahlpotenzen g, als Komponenten der Zerlegung auf, so kommen 
diesen Komponenten die folgenden charakteristischen Eigenschaften zu: 

1. Sie sind paarweise teilerfremd; aber kein q ist als Produkt paar- 
weise teilerfremder Zahlen darstellbar, also besteht in diesem Sinne Ir- 
reduzibilitét. Aus der paarweisen Teilerfremdheit folgt noch, daB das 
Produkt g, ...q, gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen [g, ... ¢,] 
wird. 

2. Je zwei der Komponenten, g; und g,, sind relativprim; d.h. ist 
b-g; durch g, teilbar, so ist 6 durch g, teilbar. Auch in diesem Sinne 
besteht Irreduzibilitat. 

8. Jedes g ist primdr; d.h. ist ein Produkt b-c durch g teilbar, 
aber 6 nicht teilbar, so ist eine Potenz*) von c teilbar. Die Darstellung 
ist ferner eine solche durch grdfte primdre Komponenten, da das Produkt 
zweier verschiedener g nicht mehr primfr ist. Auch in bezug auf die 
Zerlegung in gréBte primare Komponenten sind die g irreduzibel. 

4. Jedes qg ist irreduzibel in dem Sinne, da8 es sich nicht als kleinstes 
gemeinsames Vielfaches von zwei echten Teilern darstellen laBt. 

Der Zusammenhang dieser primaren Zahlen g mit den Primzahlen p 
besteht darin, daB es zu jedem g ein und (vom Vorzeichen abgesehen) 
nur ein p gibt, das Teiler von g ist und von dem eine Potenz durch g 
teilbar ist: die zugehérige Primzahl. Ist pe die niedrigste derartige Po- 
tenz — o der Exponent von g —, so wird hier insbesondere pé? gleich gq. 
Der Hindeutigkeitssatz 1a8t sich nun so aussprechen: 

Bei zwei verschiedenen Zerlegungen einer ganzen rationalen Zahl in 
die irreduziblen, gréften primaren Komponenten q stimmen die Anzahl 
der Komponenten, die zugehdrigen Primzahlen (bis auf das Vorzeichen) 
und die Exponenten iiberein. Wegen p*=q folgt hieraus auch das 
Ubereinstimmen der q selbst (bis auf das Vorzeichen). 


1) Ist diese Potenz stets die erste, so handelt es sich bekanntlich um Prim- 
zahlen. 
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Die durch das Vorzeichen gegebene Unbestimmtheit wird bekanntlich 
aufgehoben, wenn man statt der Zahlen die aus ihnen abgeleiteten Ideale 
(alle durch a teilbaren Zahlen) betrachtet; dann gilt die Formulierung 
genau so fiir die eindeutige Zerlegung der Ideale der (endlichen) algebraischen 
Zahlkérper in Primidealpotenzen. 

Im folgenden wird nun (§1) ein allgemeiner Ringbereich zugrunde 
gelegt, der nur der Endlichkettsbedingung geniigen muB8, daB jedes Ideal 
des Bereichs eine endliche Idealbasis besitzt. Ohne eine solche Endlich- 
keitsbedingung brauchten namlich keine irreduziblen und Prim-Ideale zu 
existieren, wie der Bereich aller ganzen algebraischen Zahlen zeigt, in 
dem es keine Zerlegung in Primideale gibt. 

Es zeigt sich, daB — entsprechend den vier charakteristischen Eigen- 
schaften der Komponenten g — im allgemeinen vier getrennte Zerlegungen 
existieren, die jeweils durch Unterspaltung auseinander hervorgehen. Dabei 
handelt es sich bei der Zerlegung in teilerfremd-irreduzible Ideale um 
eine Produktdarstellung, bei den iibrigen drei Zerlegungen um eine redu- 
zierte (§ 2) Darstellung als kleinstes gemeinsames Vielfaches. Auch der 
Zusammenhang zwischen primarem Ideal — auch die irreduziblen Ideale 
sind primar — und zugehérigem Primideal bleibt erhalten: Zu jedem 
primaren Ideal © ist eindeutig ein zugehériges Primideal 8 bestimmt, das 
Teiler von © ist, und von dem eine Potenz durch © teilbar wird. Ist 
Pe die niedrigste derartige Potenz — o der Exponent von { —, so braucht 
aber hier Be nicht mit O iibereinzustimmen. Der Hindeutigkettssaiz spricht 
sich nun so aus: 

Die Zerlegungen 1 und 2 sind eindeutig; bei zwei verschiedenen 
Zerlegungen 3 oder 4 stimmen die Anzahl der Komponenten und die 
zugehérigen Primideale iiberein*); die unter den Komponenten auftreten- 
den isolierten Ideale (§ 7) sind eindeutig bestimmt. 

Zum Beweise der Zerlegungssitze wird aus der Endlichkeitsbedingung 
der zuerst von Dedekind fiir endliche Zahlenmoduln ausgesprochene ,, Satz 
von der endlichen Kette“ gefolgert und daraus die Darstellung 4 eines 
jeden Ideals als kleinstes gemeinsames Yielfaches von endlich vielen 
irreduziblen Idealen abgeleitet. Durch Umformung des Begrifis der Re- 
duzibilitét einer Komponente ergibt sich daraus der grundlegende Fin- 
deutigkettssatz fiir die Zerlegung 4 in irreduzible Ideale. Durch Zu- 
sammenfassen von je endlich vielen Komponenten wird zu den iibrigen 
Zerlegungen aufgestiegen, deren Eindeutigkeitesitze sich als Folge von 
Eindeutigkeitesatz 4 ergeben. 


*) Vermutlich gilt dariiber hinaus auch das Ubereinstimmen der Exponenten, 
und noch allgemeiner die Isomorphie entsprechender Komponenten. 
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SchlieBlich wird gezeigt (§ 9), daB die Darstellung durch endlich 
viele irreduzible Komponenten auch unter geringeren Voraussetzungen 
statthat; die Kommutativitaét des Ringbereiches ist nicht erforderlich, und 
es geniigt, an Stelle eines Ideals einen Modul in bezug auf den Bereich 
zu betrachten. In diesem allgemeineren Fall gilt noch die Anzahigleichheit 
der Komponenten bei zwei verschiedenen Zerlegungen, wahrend die Be- 
griffe prim und primar an Kommutativitét und Idealbegriff gebunden 
sind; dagegen bleibt der Begriff teilerfremd bei Idealen in nichtkommuta- 
tiven Bereichen erhalten. 

Der einfachste Ringbereich, fiir den tatsichlich die vier getrennten 
Zerlegungen auftreten, ist der Bereich aller Polynome von » Variablen 
mit beliebigen komplexen Koeffizienten. Die einzelnen Zerlegungen lassen 
sich hier irrational durch das Verhalten der algebraischen Gebilde deuten, 
und der Eindeutigkeitssatz fiir die zugehérigen Primideale entspricht dem 
Fundamentalsatz der Eliminationstheorie von der eindeutigen Zerlegbarkeit 
der algebraischen Gebilde in irreduzible. Weitere Beispiele sind gegeben durch 
alle endlichen Integritatsbereiche aus Polynomen (§ 10). Aber auch der ein- 
fache Bereich aller geraden Zahlen, allgemeiner aller durch eine feste Zahl 
teilbaren Zahlen, bietet schon ein Beispiel von teilweise getrennten Zer- 
legungen (§ 11). Ein Beispiel der Idealtheorie in nichtkommutativen Be- 
reichen liefert die Elementarteilertheorie (§ 12), wo eindeutige Zerlegung 
in irreduzible Ideale, bzw. Klassen besteht. Diese irreduziblen Klassen 
charakterisieren vollstandig die irreduziblen Bestandteile der Elementarteiler, 
kénnen vielleicht fiir Bereiche, wo die gewéhnliche Elementarteilertheorie 
versagt, als deren Aquivalent angesehen werden. 

Uber die vorhandene Literatur ist das Folgende zu bemerken: Die 
Zerlegung in gréfte primdre Ideale ist fiir den Polynombereich mit be- 
liebigen komplexen bzw. ganzzahligen Koeffizienten von Lasker gegeben, 
von Macaulay in einzelnen Punkten weitergefiihrt*). Beide stiitzen sich 
auf die Eliminationstheorie, benutzen also die Tatsache, da8 ein Polynom 
sich eindeutig als Produkt von irreduziblen Polynomen darstellen 1aBt. 
Tatsachlich sind die Zerlegungssatze fiir Ideale von dieser Voraussetzung 
unabhingig, wie die Idealtheorie in algebraischen Zahlkérpern vermuten 
1a8t und wie die vorliegende Arbeit zeigt. Auch das primaire Ideal ist bei 
Lasker und Macaulay unter Zugrundelegung von Begriffen aus der Elimi- 
nationstheorie definiert. 

Die Zerlegung in irreduzible Ideale und die in relativprim-irreduzible 


5’) E. Lasker, Zur Theorie der Moduln und Ideale. Math. Ann. 60 (1905), 8. 20, 
Satz VII und XIII. — F. 8. Macaulay, On the Resolution of a given Modular System 
into Primary Systems including some Properties of Hilbert Numbers. Math. Ann. 74 
(1913), 8. 66. 
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scheint in der Literatur auch fiir den Polynombereich nicht bemerkt; nur 
bei Macaulay findet sich eine Bemerkung iiber die Eindeutigkeit der iso- 
lierten primaren Ideale. 

Die Zerlegung in teilerfremd-irreduzible Ideale ist fiir den Polynom- 
bereich von Schmeidler‘) gegeben, unter Benutzung der Eliminationstheorie 
fir den Endlichkeitsnachweis. Doch ist hier der Eindeutigkeitssatz nur 
fiir Klassen von Idealen, nicht fiir die Ideale selbst ausgesprochen. Dieser 
letztere Eindeutigkeitssatz findet sich in einer gemeinsamen Arbeit*), wo es 
sich um Ideale in nichtkommutativen Polynombereichen handelt. Hier wird 
nur von der endlichen Idealbasis Gebrauch gemacht, Satze und Methoden 
bleiben also fiir allgemeine Ringbereiche bestehen, lassen sich durch die 
vorliegende Arbeit in bezug auf die Anzahlgleichheit verscharfen (§ 11). 
Die vorliegenden Untersuchungen stellen eine starke Verallgemeinerung 
und Weiterentwicklung der diesen beiden Arbeiten zugrunde liegenden 
Begriffsbildungen dar. Das Wesentliche der beiden Arbeiten ist der Uber- 
gang von der Darstellung als kleinstes gemeinsames Vielfaches zu einer 
additiven Zerlegung des Systems der Restklassen. Hier wird der ein- 
facheren Darstellung halber wieder beim kleinsten gemeinsamen Vielfachen 
geblieben; der additiven Zerlegung entspricht dann die Umformung des 
Begriffs der Reduzibilitat in eine Eigenschaft des Komplements (§ 3). 
Doch lassen sich nach Uberlegungen, die wesentlich denen der gemeinsamen 
Arbeit entsprechen, alle angegebenen Sitze auch als additive Zerlegungs- 
sitze fiir das System der Restklassen und ‘gewisser Teilsysteme auffassen. 
Dieses System der Restklassen bildet einen Ring von gleicher Allgemein- 
heit wie der urspriinglich zugrunde gelegte; es kann nimlich jeder Ring 
aufgefaBt werden als System der Restklassen desjenigen Ideals, das der 
Gesamtheit der identischen Relationen zwischen den Ringelementen ent- 
spricht; oder auch einem Teilsystem dieser Relationen, indem man die 
iibrigen Relationen auch im Bereich als erfiillt annimmt. 

Diese Bemerkung gibt auch die Einordnung der Arbeiten von Fraenkel °). 
Fraenkel betrachtet additive Zerlegungen von Ringen, die solchen ein- 
schrankenden Bedingungen unterworfen werden (Existenz regularer Ele- 
mente, Division durch diese, Zerlegbarkeitsbedingung), daB fiir das ent- 


*) W. Schmeidler, Uber Moduln und Gruppen hyperkomplexer GréBen. Math. 
Zeitschr. 3 (1919), S. 29. 

5) E. Noether-W. Schmeidler, Moduln in nichtkommutativen Bereichen, ins- 
besondere aus Differential- und Differenzenausdriicken. Math. Zeitechr. 8 (1920), 8. 1. 

*) A. Fraenkel, Uber die Teiler der Null und die Zerlegung von Ringen. J. f. M. 
145 (1914), 8. 139. Uber gewisse Teilbereiche und Erweiterungen von Ringen. Habili- 
tationsschrift, Leipzig, Teubner, 1916. Uber einfache Erweiterungen zerlegbarer Ringe. 
J. f. M. 151 (1920), 8. 121. 
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sprechende Ideal die vier Zerlegungen zusammenfallen. Wegen dieses Zu- 
sammenfallens bedeutet auch seine Endlichkeitsbedingung, daB das Ideal 
nur endlich viele echte Teiler besitzen soll — von der iibrigens teilweise 
abgesehen wird —, keine staérkere Einschrinkung als unsere. Der Ausgangs- 
punkt Fraenkels ist durch die andersartigen, im wesentlichen algebraischen 
Ziele seiner Arbeiten bedingt; durch algebraische Erweiterung gelangt er 
dann zu allgemeineren Ringen mit weniger einschrinkenden Bedingungen. 


§ 1. 
Ringbereich, Ideal, Endlichkeitsbedingung. 

1. Der zugrunde gelegte Bereich = sei ein (kommutativer) Ring in 
abstrakter Definition’); d.h. = bestehe aus einem System von Elementen 
a,b, c,...,f,9,h,..., in dem eine den iiblichen Bedingungen geniigende 
Relation als Gleichheit definiert ist; und in dem durch zwei Operationen 
(Verkniipfungsarten), Addition und Multiplikation, aus je zwei Ring- 
elementen a und b stets eindeutig je ein drittes als Summe a+ 6 und 
als Produkt a-6 gewonnen wird. Der Ring und die sonst ganz willkiir- 
lichen Operationen miissen dabei den folgenden Gesetzen geniigen : 

1. Dem assoziativen Gesetz der Addition: (a+b)+c=a-+(b+c). 
. Dem kommutativen Gesetz der Addition: a+b=b-+ a. 

Dem assoziativen Gesetz der Multiplikation: (a-b)-c = a-(b-c). 
. Dem kommutativen Gesetz der Multiplikation: a-b = b-a. 
. Dem distributiven Gesetz: a-(b+c)=a-b+a-c. 

6. Dem Gesetz der unbeschrankten und eindeutigen Subtraktion. 

Es gibt in = ein einziges Element x, das die Gleichung a+2=—b 
befriedigt. (Man bezeichnet x =} — a.) 

Aus diesen Eigenschaften folgt die Existenz der Null; ein Ring 
braucht aber keine Einheit zu besitzen; und es kann das Produkt zweier 
Elemente verschwinden, ohne daB ein Faktor verschwindet. Ringe, fiir 
die aus dem Verschwinden eines Produktes stets das Verschwinden eines 
Faktors folgt, und die auBerdem eine Einheit besitzen, werden als eigent- 
liche Integritatsbereiche bezeichnet. Fiir die endliche Summe a + a@...+ a4 
fiihren wir die iibliche abkiirzende Bezeichnung na ein, wobei die ganzen 
Zahlen n lediglich als abkiirzende Zeichen, nicht als Ringelemente zu 
betrachten sind, und durch a=1-a, na+a=(n-+1)a rek~rrierend 
definiert sind. 


”) Die Definition ist der Fraenkelschen Habilitationsschrift entnommen, unter 
Weglassung dessen einschrankender Bedingungen 6, I und II; dafiir muBte das 
kommutative Gesetz der Addition mit aufgenommen werden. Es handelt sich also 


um die den Kérper definierenden Gesetze unter Weglassung der Umkehrbarkeit der 
Multiplikation. 


om & bo 
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2. Unter einem Ideal M*) in J werde ein System von Elementen 
aus > verstanden, das den beiden Bedingungen geniigt: 

1. M enthalt neben f auch a-f, wo a ein beliebiges Element aus = ist. 

2. M enthalt neben f und g auch die Differenz f—g; also neben f 
auch nf fiir jede ganze Zahl n. 

Ist f Element von 9, so driicken wir das wie iiblich durch f=0(M) 
aus; und sagen, f ist durch It teilbar. Ist jedes Element von § zugleich 
Element von 9%, also teilbar durch Wt, so sagen wir: N ist durch M teil- 
bar; in Zeichen: N=0(M). Mi heiBt echter Teiler von N, wenn es von 
M verschiedene Elemente enthilt, also nicht umgekehrt durch N teilbar 
ist. Aus N=0(M); M—HO(N) folgt N—M. 

Auch die iibrigen bekannten Begriffe bleiben wértlich erhalten. Unter 
dem grdften gemeinsamen Teiler zweier Ideale U und 8 — D=— (A,B) — 
verstehen wir die Gesamtheit der Elemente, die sich in der Form a+ 6 
darstellen lassen, wo a alle Elemente aus W, 6 alle aus 8 durchlauft; 
® wird wieder ein Ideal. Ebenso ist der gré8te gemeinsame Teiler von 
unendlich vielen Idealen — D = (U,, W,,..., W,...) — definiert als Ge- 
samtheit der Elemente d, die sich darstellen lassen als Summe der Ele- 
mente von jeweils endlich vielen Idealen: d = @, +O, +... +4; auch 
hier wird D wieder ein Ideal. 

Enthalt das Ideal 9% insbesondere eine endliche Anzahl von Ele- 
menten f,, f,,.--, f. derart, daB 


M—=(f,.--f); Ah. f=af+...+a,f,+n K+-...+nh 
wird fiir jedes f=0(M), wobei die a, GréBen des Ringbereiches, die n, 
ganze Zahlen sind, so wird Wt als endliches Ideal bezeichnet; f,,..., f, 
als eine Idealbasis. 

Wir legen nun im folgenden nur solche Ringe = zugrunde, die die 
Endlichkeitsbedingung erfiillen: Jedes Ideal in = ist ein endliches, 
besitzt also eine Idealbasis. 


3. Aus der Endlichkeitsbedingung folgt direkt der allen folgenden 
Uberlegungen zugrunde liegende 
Satz I (Satz von der endlichen Kette)*): Ist M, M,, M,, .--, ML, «.. 


*) Ideale werden mit groBen deutschen Buchstaben bezeichnet. MW soll an das 
Beispiel des gewdhnlich als ,Modul* oder Formenmodul bezeichneten Ideals aus 
Polynomen erinnern. Ubrigens benutzen die §§ 1—3 nur die Modul- und nicht die 
Idealeigenschaft; vgl. dazu § 9. 

*) Zuerst ausgesprochen fiir Zahlenmoduln von Dedekind: Zahlentheorie, Suppl. XI, 
§ 172, Satz VIII (4. Auflage); unser Beweis und die Bezeichnung ,Kette“ ist von 
dort ibernommen. Fiir Ideale aus Polynomen bei Lasker, a. a. O. S. 56 (Hilfssatz). 
Der Satz findet aber in beiden Fallen nur vereinzelte Anwendung. Unsere Anwen- 
wendungen beruhen durchweg auf dem Auswahlpostulat. 
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ein abzahibar unendliches System von Idealen in 2, von denen jedes 
durch das folgende teilbar ist, 80 sind von einem endlichen Index n an alle 
Ideale identisch, MN. = Masi=.... M.a.W.: Bildet M,M,, M,, ...,My,... 
eine einfach geordnete Kette von Idealen derart, daB jedes Ideal ein 
echter Teiler des unmittelbar vorangehenden ist, so bricht die Kette im 
Endlichen ab. 

Es sei namlich D == (M,, M,, ..., ML, ...) der gréBte gemeinsame 
Teiler des Systems und f,...f, eine infolge der Endlichkeitsbedingung 
stets existierende Basis von D. Dann folgt aus der Teilbarkeitsvoraus- 
setzung, daB jedes Element von D zugleich Element eines Ideals der 
Kette ist; denn aus 

f=gt+h, g=0(M,), A=0(M,), (rss) 
folgt g =0(M,) und also f=0(M,). Entsprechendes gilt, wenn f Summe 
von mehreren Bestandteilen ist. Es gibt also auch einen endlichen In- 
dex n, derart, daB 

f, =0(M,); ..-3 K=O(M,); D—(fF,--. 4) =0(M,). 
Da umgekehrt M,=0(D), so wird M,—D; und da weiter 
M+c=0(D); D=M,=—0(Mars), 

so wird auch I,.;= D = Mt, fiir jedes +, womit der Satz bewiesen ist. 

Es sei bemerkt, da8 aus diesem Satz umgekehrt wieder die Existenz 
der Idealbasis folgt, so da& die Endlichkeitsbedingung auch in dieser 
basisfreien Form hatte ausgesprochen werden kénnen. 


§ 2. 
Darstellung eines Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches von end- 
lich vielen irreduziblen Idealen. 

Das kleinste gemeinsame Vielfache [G,, B,,...,B,] der Ideale %,, 
%,,..., B, sei wie iiblich definiert als Gesamtheit der Elemente, die so- 
woh] durch 8,, wie durch $,,... wie durch %, teilbar sind; in Zeichen: 

aus f=0(%,), (¢=1,2,...,k), folgt: f=0([B,, B,,..., B,]) 
und umgekehrt. Das kleinste gemeinsame Vielfache wird wieder ein Ideal; 
die Ideale 8, bezeichnen wir auch als Komponenten der Zerlegung. 

DefinitionI. Hine Darstellung It=—(B, ...B,] heift reduzierte 
Darstellung, wenn kein 8, im kleinsten gemeinsamen Vielfachen U, der 
tibrigen Ideale aufgeht, und wenn kein B, sich durch einen echten Teiler 
ersetzen lft). Sind die Bedingungen nur fiir das Ideal B, erfillt, so 

”) Ein Beispiel einer nicht reduzierten Darstellung ist: 

(2*, zy) =[(z), (2*, zy, y*)] 
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heift die Darstellung reduziert in bezug auf 8,. Das kleinste gemein- 
same Vielfache U;=[B,, ..., Bi-1, Bir1, ---, B,] wird ale Komplement 
von B, bezeichnet. Darstellungen, bei denen nur die erste Bedingung er- 
fillt ist, heiBen kiirzeste Darstellungen. 

Es geniigt nun, sich bei der Darstellung eines Ideals als kleinstes 
gemeinsames Vielfaches auf reduzierte Darstellungen zu beschranken, nach 

Hilfssatz I. Jede Darstellung eines Ideals als kleinstes gemein- 
sames Vielfaches von endlich vielen Idealen laft sich auf mindestens 
eine Art durch eine reduzierte Darstellung ersetzen; eine solche Dar- 
stellung laft sich insbesondere erreichen durch sukzessive Zerlegung. 

Sei nimlich M — (By... Bj'] eine beliebige Darstellung von M, so 
lassen wir der Reihe nach diejenigen 8/ fort, die im kleinsten gemein- 
samen Vielfachen der stehen gelassenen aufgehen. Da die iibrigen Ideale 
noch J ergeben, ist in der so entstehenden Darstellung: 


M = [B, wes %,] = [H,, B,) 
dann die erste Bedingung erfiillt, sie ist also eine kiirzeste Darstellung; 
und diese Bedingung bleibt erfiillt, wenn man irgendein $, durch einen 


echten Teiler ersetzt. Die zweite Bedingung aber ist nach dem Satz von 
der endlichen Kette (Satz I) stets erfiillbar. Denn sei gesetzt: 


M = [%,, B,] _ [H,, Bi") sia de athe (%,, B;"), sees 


wo jedes %{” ein echter Teiler des unmittelbar vorangehenden ist, so 
muB nach diesem Satz die Kette 8,, 6;", ..., 8”, ... im Endlichen ab- 


brechen; in der Darstellung: Dt=([%,,B{"] laBt sich also B{” durch 
seinen echten Teiler ersetzen; und dies gilt a fortiori, wenn man Y; durch 
einen echten Teiler ersetzt. Wendet man also das Verfahren der Reihe 
nach auf jedes 8; an, indem man jeweils das Komplement mit den schon 
reduzierten § bildet, so entsteht eine reduzierte Darstellung’). 

Um eine solche Darstellung sukzessiv zu gewinnen, ist zu zeigen, 
da8 aus den einzelnen reduzierten Darstellungen: 


N= [%,, €,], €& =(B,, G); ..., C,_, = (B,, ©,] 
folgt, daB auch die daraus entstehende Darstellung: It = [%, ...B,€,] 





fiir jeden Exponenten 4>2; die 4=1 entsprechende Darstellung [(z),(z*,y)] ist 
eine zugehérige reduzierte. (Diese Darstellung gab mir der im Krieg gefallene 
K. Hentzelt als einfachstes Beispiel einer nicht eindeutigen Zerlegung in primaire 
Ideale an.) 

*) DaB eine solche durch die gegebene Darstellung nicht eindeutig definiert ist, 
zeigt das vorige Beispiel. Fir (x*, zy)=([(z), (z*, zy, y*)]. wo 422, ist neben 
{(z), (z*, y¥)] auch [(z), (z*, «z+ y)] fiir beliebiges « eine reduzierte Darstellung. 
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reduziert ist. Dazu geniigt es zu zeigen, daB mit den reduzierten Dar- 
stellungen : 


M = [B,...B,C]; C=[C,,G,] auch M—[B,...B,E, G, ] 
reduziert ist. In der Tat geht hier nach Voraussetzung kein $ in seinem 
Komplement auf; ware dies fiir ein ©, der Fall, so ware gegen die Vor- 
aussetzung in der ersten Darstellung € durch einen echten Teiler ersetz- 
bar, da wegen der zweiten reduzierten Darstellung ©, und €, echte Teiler 
von © sind; die Darstellung wird also eine kiirzeste. Ferner la8t sich 
nach Voraussetzung kein 8 durch einen echten Teiler ersetzen; ware dies 
fiir ein ©, der Fall, so entspriche dies gegen Voraussetzung dem Ersetzen 


von © durch einen echten Teiler, da die Darstellung fiir € reduziert ist. 
Somit ist der Hilfssatz bewiesen. 


Definition II. Hin Ideal M hetBt reduzibel, wenn es als kleinstes 
gemeinsames Vielfaches von zwei echten Teilern darstellbar ist; im ent- 
gegengeseizien Fall heiBt IM irreduzibel. 

Wir beweisen jetzt vermége des SatzesI von der endlichen Kette 
unter Benutzung der reduzierten Darstellung 


Satz II. Jedes Ideal ist darstellbar als kleinstes gemeinsames Viel- 
faches von endlich vielen irreduziblen Idealen**). 

Es ist namlich ein beliebiges Ideal Yt entweder irreduzibel; dann 
ist Yt — [Mt] eine Darstellung, wie Satz II verlangt; oder aber es wird 
M = [B,, €,], wo B,, C, echte Teiler von J sind, und wo die Dar- 
stellung nach Hilfssatz I als reduziert angenommen werden kann. Fiir 
©, gilt die gleiche Alternative; entweder es ist irreduzibel oder es gibt 
eine reduzierte Darstellung: €, = [%,, €,]. 

So fortfahrend erhalt man die Reihe reduzierter Darstellungen: 

(1) M = (B,, C,); C, = (B,, €,]; ..+, €-,= [(%,, ©]; sees 

In der Kette €,, €,,..., ©,... ist also jeweils ©; ein echter Teiler 
des unmittelbar vorangehenden, und folglich bricht die Kette im End- 
lichen ab; es gibt einen Index n, so daB ©, irreduzibel wird. Nach Hilfs- 
satz I ist ferner die Darstellung: Jt —[%,...6,©€,] reduziert; ©, kann 
also nicht in seinem Komplement &, aufgehen, und in der Darstellung: 
M —[A,,C,] ist €, durch keinen echten Teiler ersetzbar. LErsetzt man 


12) DaB eine solche Darstellung im allgemeinen nicht eindeutig ist, zeigt das vorige 
Beispiel: (x*, xy) = [(x), (w*, xxw+y)]. Die beiden Komponenten sind bei beliebigem u 
irreduzibel. Alle Teiler von (z) sind naémlich von der Form (z, g(y)), wo g(y) ein 
Polynom in y bedeutet; also hat auch das kleinste gemeinsame Vielfache von zweien 
diese Form, wird also ein echter Teiler von (x); (z*, 4 z+-y) besitzt nur den einen Teiler 
(z,y), ist also notwendigerweise ebenfalls irreduzibel. 

Mathematische Annalen. 83. 8 
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nétigenfalls &%, durch einen echten Teiler**), so daB die Darstellung re- 
duziert wird, so ist damit gezeigt, daB jedes reduzible Ideal eine redu- 
zierte Darstellung als kleinstes gemeinsames Vielfaches eines irreduziblen 
und eines dazu komplementaren Ideals zuladft. In der Reihe (1) kénnen 
also ohne Beschrankung der Allgemeinheit alle §, als irreduzibel ange- 
nommen werden; die Wiederholung der obigen SchluBweise ergibt die 
Existenz eines irreduziblen €,, womit Satz II bewiesen ist. 


E. Noether. 


§ 3. 
Anzahigleichheit der Komponenten bei zwei verschiedenen Zerlegungen 
in irreduzible Ideale. 
Zum Beweise der Anzahlgleichheit ist vorerst die Reduzibilitat bzw. 
Irreduzibilitat eines Ideals durch Eigenschaften seines Komplementes aus- 
zudriicken nach 


Satz III'*). Die kiirzeste Darstellung IM —([U,C] set reduziert in 
bezug auf ©. Dann ist die notwendige und hinreichende Bedingung da- 
fiir, daB € reduzibel ist, die Existenz von zwei Idealen N, und N,, die 
echte Teiler von IM sind, derart, daf 
(2) R,=0(H); N=0(M); (K, R]—M. 

Hieraus folgt noch: Sind die Bedingungen (2) erfiillt, und € irreduzibel, 
so ist mindestens ein N; kein echter T'eiler von MN; N;—= M. 

Es sei €=[C€,,€,], wo ©€,, ©, echte Teiler von € seien. Dann 

kommt: 

M = (A, C) = [H, C,, C,] = ((M, C,), (M, G]). 
Hier sind die Ideale [U, €,] echte Teiler von M, da sonst [W, €] nicht 
reduziert in bezug auf © wire. Da auch die Teilbarkeit durch & erfiillt 
ist, ist die Bedingung (2) als notwendig erwiesen. (Die Darstellung (2) 
ist nicht reduziert, da ein [W, €,] durch €, ersetzbar ist.) 

Sei nun umgekehrt (2) erfiillt. Wir bilden die Ideale: 


€,=(€,%); G=—(C,R); €*=(G,, G]. 
Dann ist € sowohl durch €,, wie durch €,, also auch durch das kleinste 


gemeinsame Vielfache €* teilbar. Um die Teilbarkeit von €* durch € 
zu zeigen, sei 


%%) Tateiichlich ist die Darstellung auch in bezug auf M, reduziert, wie in § 3 
(Hilfesatz IV) als Umkehrung von Hilfesatz I gezeigt werden wird. 

4) Satz III entspricht dem Ubergang von den Moduln zu den Restgruppen in 
den Arbeiten von Schmeidler und Noether-Schmeidler (vgl. die Einleitung). Es ent- 


spricht & der Restgruppe, %, und ®, den Untergruppen, in welche die Restgruppe 
zerlegt wird. 
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f=0(€"*); also f=0(€,); f=0(C,) oder auch f=c+n,; f=t+n,, 
wo c,é,n,,n, GroBen aus €, ,, N, sind, also insbesondere n, durch UW 
teilbar ist. Somit ist die Differenz 

g=c—t=n,—n, 
sowohl durch © wie durch W, also durch J teilbar. Wegen n, =n, +m 
ist ferner n, (ebenso n,) sowohl durch 9, wie durch R,, also durch M 
teilbar. Also wird 
f=ctm; f=0(€); €*=—¢. 

©, und G, sind dabei echte Teiler von €; denn fir €,—(€,N,) —C€ 
ware %, durch € teilbar, also ware 9; wegen der Teilbarkeit durch W 
gleich MN gegen die Voraussetzung. Somit ist € — [€,, €,] als reduzibel 
erkannt; Satz III bewiesen. 

Es sei bemerkt, da8 fast die gleiche Uberlegung noch das folgende zeigt: 

Hilfssatz Il. Lat sich in einer kiirzesten Darstellung M = (UA, C}, 
das Ideal © durch einen echten Teiler ersetzen, so ist © reduzibel. 

Sei also: 


i M = (UH, 6] — (4, 6], 
und sei gesetzt: 


¢* a (G,, (a, €)), 
dann ist wieder © durch €* teilbar. Aus f= 0(€*) folgt ferner: 
f=c¢,=—a+e. 
Die Differenz a = c, — cc ist also sowohl durch &, wie durch G,, folglich 
durch M teilbar; also wird c, —c-+m; f=0(€); C*=G. 

Da sowohl €, wie (Y%,€) nach Voraussetzung echte Teiler von € 
sind, ist somit © = €* als reduzibel erkannt. 

Ein irreduzibles € 14Bt sich also nicht durch einen echten Teiler 
ersetzen. 

Es seien jetzt zwet verachiedene kiirzeste Darstellungen von M als 
kleinstes gemeinsames Vielfaches von (endlich) vielen wrreduziblen Idealen 
gegeben: . 

M = (B,...B,] = (D,.-.D,). 
Diese Darstellungen sind nach der Bemerkung zu Hilfssatz II zugleich 
reduziert. Dann beweisen wir vorerst 


Hilfssatz III. Zu jedem Komplement U,; = [B,...Bi-1 Biss... Be) 
gibt es ein Ideal D; derart, daB M—(UA,,D;) wird. 


Setzt man nimlich: M —(D,, €,], ©, —[®,, €,,] usf., so kommt: 
M = (A, M) = (A,, D,, €,) = [[M,D,], (4G, 1). 
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Hier sind fir N,—[{W,, D,)], N, —[A,, €,] die Bedingungen (2) von 
Satz II erfillt, da Dt—[(W,, B,] reduziert in bezug auf B, ist und die 
Darstellung eine kiirzeste ist. Da nun 8, als irreduzibel vorausgesetzt 
war, muS notwendig ein %, gleich I werden. 

Fiir R, = M wire der Hilfssatz bewiesen; fiir N, — Mt kommt ent- 
sprechend: I = ({(W;D,], [(M;E,,]], wo nach dem gleichen Schlu8 wieder 
eine Komponente gleich 2% werden mu8. So fortfahrend, kommt ent- 
weder: M—([W,, D;], wo 7 <1; oder es wird Mt = [M;, €,...:-1]; wegen 
€, ...s-1 =D, ist damit der Hilfssatz bewiesen. 

Hieraus ergibt sich nun 

Satz IV. Bet zwei verschiedenen kiirzesten Darstellungen eines 
Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches von irreduziblen ist die An- 
zahl der Komponenten die gleiche. 


Aus dem Hilfssatz ergibt sich naimlich fiir ¢ = 1: 
M = (A,, B,) = (A, Dy] = (,;,, By, «+s %,). 
Betrachtet man nun die beiden Zerlegungen: 
M —_ [Dy,, %,, eeey 8, ) = [®,,; D,; eeey ®,], 
und wiederholt den obigen Schlu8 in bezug auf das Komplement 


WU, = [D,;,, B,, .--, B,] von B,, so kommt: 
M = [A,, B,] = [H,, D;,] = [D,,, Dy, By, -.., By]; 
und durch Fortsetzung des Verfahrens: 
M = (Dj, Dy, ..-, Dy]. 


Da nun nach Voraussetzung die Darstellung It = [D, ...D,] eine kiirzeste 
ist, also kein D weggelassen werden kann, miissen die verschiedenen unter 
den D,, alle D erschépfen; somit kommt: k>J. Vertauscht man im 
Hilfssatz und den anschlieBenden Schliissen durchweg die 8 mit den D, 
so kommt entsprechend: > k, und somit k =1, womit die Anzahlgleich- 
heit bewiesen ist. — Daraus ergibt sich noch, daB die Ideale D, alle 
untereinander verschieden sind, da sonst in einer kiirzesten Darstellung 
durch die D, weniger als & Komponenten auftrete n wiirden; man kann also 
die Bezeichnung so wahlen, daB D; =D, wird. Aus dem gleichen Grunde 
sind auch alle Zwischendarstellungen It = ([D,, ... Dy, B,,,---B,] kiir- 
zeste und nach der Bemerkung zu Hilfssatz II somit reduzierte. 

Die Anzahigleichheit fiihrt zu einer Umkehrung von Hilfssatz I durch 

Hilfssatz IV. Faft man in einer reduzierten Darstellung die Kom- 
ponenten zu Gruppen zusammen und bildet deren kleinstes gemeinsames 
Vieljfaches, so wird die entstehende Darstellung reduziert. M.a.W.: Aus 
einer reduzierten Darstellung 


E. Noether. 
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M = (C,,...Gip5---; Cor... Cay] 
folgt, dap auch M=—([MR,... Ny] —[N,, 2] reduziert ist, wenn 
RN, = (C,,...Gi,,] gesetat ist. 

Zuerst ist zu bemerken, da8 %,; nicht in seinem Komplement &, auf- 
gehen kann, da dies fiir keinen seiner Teiler €,, der Fall ist; die Dar- 
stellung ist also eine kiirzeste. Um zu zeigen, daB 9, durch keinen echten 
Teiler ersetzbar ist, lésen wir die € in ihre irreduziblen Ideale 8 auf*), 
so daB die (nach Hilfssatz I) reduzierten Darstellungen enstehen: 


M — [B,, +» Ora; eeey Bo. -» Boa, ); N; = [B,,- -- Bu,). 


Es sei nun M—(R*, Q;] reduziert in bezug auf N*, und N~* ein 
echter Teiler von %;, Nach Hilfseatz II wird: 
R, = (Ri, (M,, &,)]; 
und diese Darstellung ist notwendig reduziert in bezug auf 9, da sich 
sonst 3; auch in Wt durch einen echten Teiler ersetzen lieBe. Man er- 
setze nun gegebenenfalls auch (§;, 2;) durch einen echten Teiler, so da8 
eine reduzierte Darstellung fiir 8; entsteht. Lést man jetzt die beiden 
Komponenten von §; in irreduzible Ideale auf, so setzt sich die Anzahl 4; der 
irreduziblen Ideale von 9; additiv aus der der Komponenten zusammen; die 
Anzahl der dem echten Teiler 9° entsprechenden irreduziblen Ideale wird 
also notwendig kleiner als 4,. Dann fiihrt aber auch die Auflésung von 
M = [R", Q] in irreduzible Ideale zu weniger als a A, Ideale, im Wider- 


spruch mit der Anzahigleichheit. Als Spezialfall o=2 folgt noch, dab 
die Darstellung Dt=—([N,,2,] auch in bezug auf das Komplement &, 
reduziert ist. 
§ 4. 
Primire Ideale. Eindeutigkeit der zugehérigen Primideale bel 
zwei verschiedenen Zerlegungen in irreduzible Ideale. 


Es handelt sich im folgenden um den Zusammenhang zwischen pri- 
maren und irreduziblen Idealen. 

Definition III. Kin Ideal © heift primar, wenn aus a-b = 0(0); 
a == 0(0) notwendig folgt: 6“=0(0), woder Exponent x eine endliche 
Zahl ist. 

Die Definition 148t sich auch so aussprechen: Ist ein Produkt a-b 
durch © teilbar, so ist entweder ein Faktor teilbar oder eine Potenz jedes 
Faktors. Ist insbesondere x stets gleich 1, so heift das Ideal ein Primideal. 





16) Darunter ist immer eine kiirzeste, also reduzierte Darstellung durch die 8 
zu verstehen. 
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Aus der Definition des primaren (bzw. Prim-) Ideals folgt vermége 
der Basisexistenz die nur von Produkten von Idealen**) handelnde 

Definition Ila. Hin Ideal © heift primar, wenn aus A-B=0(O); 
== 0(Q) notwendig folgt: B= 0(Q). Ist 4 stets gleich 1, 80 heipt 
das Ideal ein Primideal. Fiir ein Primideal § folgt also aus U-B=0(¥P), 
W = 0(P) stets B= 0($). 

Da namlich in Ila fir &2=—(a), B= (b) die Definition III als 
Spezialfall enthalten ist, ist jedes nach [IIa primire Ideal auch primar 
nach III. Sei umgekehrt © primar nach III, und sei die Voraussetzung 
von IIIa erfillt: A-B=0(0), so daB also entweder A=0(D) folgt, 
oder aber da& es mindestens eine GréBe a= 0 (U) gibt, so daB a-B=0(H), 
@ == 0(0) wird. Ist nun 5, ... 5, eine Idealbasis von §, so kommt nach 
Definition III, da a-b; = 0(0) wird: 

by* = 0(O); ...; br = 0(O). 

Wegen b=/,6,+.:.+£,6.+2,6,+...+,6, wird also fiir 
A=, +-...+, das Produkt von je 4 GréBen 6 durch © teilbar, womit 
fiir nach III primire Ideale das Erfiilltsein der Definition IIIa bewiesen 
ist. Speziell fiir Primideale % folgt aber aus: a-B=0(%), also auch 
a-b=0() fiir jedes b= 0(B) und a==0($), daB b= 0(P) und da- 
mit 8 =0($). Damit ist die Aquivalenz der beiden Definitionen gezeigt. 

Der Zusammenhang zwischen primaren und Prim-Idealen wird her- 
gestellt durch die Bemerkung, daB die Gesamtheit $ aller Elemente p 
von der Eigenschaft, da8 eine Potenz von p durch © teilbar ist, ein 
Primideal bildet. Zunichst ist klar, daB $ ein Ideal ist; da neben p, 
und p, auch ap, und (p, — p,) die genannte Eigenschaft zukommt. Nach 
dem bei der Definition von [Ila angewandten Basisschlu8 ergibt sich 
ferner die Existenz einer Zahl 1, derart, daB ‘= 0(0) wird. 

Sei jetzt: 

a-b=0(%); a==0(®), 
so kommt nach der Definition von $: 

@'-b*=0(0); a* == 0(Q); 
also nach der Definition von O: 

b’*=0(0) und folglich 6 = 0(), 

womit als Primideal nachgewiesen ist. $% ist auch definiert als gréBter 
gemeinsamer Teiler aller Ideale § von der Eigenschaft, daB eine Potenz 
von % durch © teilbar ist. Denn jedes solche 8 ist nach Definition 


%*) Unter dem Produkte &-% zweier Ideale wird, wie tiblich, das aus der Ge- 
samtheit der GréBen a-b und ihren endlichen Summen bestehende Ideal verstanden. 
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durch §% teilbar; also auch der gréBte gemeinsame Teiler D dieser B. 
Umgekehrt ist $ selbst ein Ideal B, also durch D teilbar, womit $ =D 
erwiesen ist. ist also ein Primideal, das Teiler von © ist und von 
dem eine Potenz durch © teilbar ist; durch diese Eigenschaft ist es ein- 
deutig definiert. Denn aus: 


O=0(%); P'=0(2); 2=0(¥); P"=0(D) 


B= 0(8); P= 0(B); 
also nach der Eigenschaft der Primideale: 


P=0(¥); P=O(P); P=. 
Zusammenfassend haben wir 


Satz V. Zu jedem primdren Ideal 2 existiert ein und nur ein 
Primideal %, das Teiler von 2 ist und von dem eine Potenz durch © 
teilbar ist; soll als ,,zugehOriges Primideal* bezeichnet werden*’). 3B ist 
definiert als gréBter gemeinsamer Teiler aller Ideale 8 von der Higen- 
schaft, daB eine Potenz von 8 durch © teilbar ist. Ist o die kleinste 
Zahl derart, daB B°=0(0), so soll o als Exponent von © bezeichnet 
werden **), 

Wir beweisen jetzt, als Zusammenhang zwischen primar und irreduzibel: 


Satz VI. Jedes nichtprimdre Ideal ist reduzibel; m.a. W.: jedes 
irreduzible Ideal ist primar '*). 

Es sei & ein nichtprimdres Ideal, so daB nach Definition II] min- 
destens ein GréBenpaar a, b existiert, derart, dab 


(3) a-b=0(R); a@s=z0(R); 5b" ==0(SK) fiir jedes x. 


folgt: 


17) DaB die Umkehrung nicht gilt, zeigt das Beispiel M=(2*, zy). Das Prim- 
ideal (x) erfiillt alle Bedingungen, aber J ist nicht primar. 

**) DaB im allgemeinen nicht, wie im Bereich der ganzen rationalen, bzw. alge- 
braischen Zahlen, $° = 0 wird, zeigt das Beispiel: 

Q=(2%,y); B=(z,y)s P=(2*, zy, y*)=0(Q); aber O52 0(8"); 
also © von §” verschieden. 

*) DaB hier die Umkehrung nicht gilt, zeigt etwa das Beispiel: 

O =(z*, zy, y*)=(@*,y), (z, y*)], 

wo 4>2. Hier ist O primar, aber reduzibel. (Da8 © primar ist, folgt daraus, da8 
es alle Potenzprodukte i-ter Dimension von z, y enthilt; fiir jedes Polynom ohne 
konstantes Glied ist also eine Potenz durch © teilbar. Enthilt aber in a-b=0(0) 
das Polynom } ein konstantes Glied — also b” ==0(0) fiir jedes x —, so muB, da 
wegen der Homogenitét der Basispolynome von © jeder homogene Bestandteil von 
a-b durch © teilbar ist, a durch © teilbar sein.) 
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Wir bilden nun die beiden Ideale: 
L=(K,a); Ny —(S, b), 
die nach (3) echte Teiler von & sind und fiir die nach (3) gilt: 
(4) LN = 0(K). 
Fiir die Elemente f des kleinsten gemeinsamen Vielfachen &, = [2,, N,] 
gilt nun die Alternative: 


Entweder es folgt aus 
f=0(2,); f=O(N,), dh f=a,-b(K) 
stets eine Darstellung: 
f=1,-b(2%); 1,=0(2,); 
also nach (4): f=0(&), somit R, = 0(K), und wegen KR = 0(K,) auch 
K =—R,, womit K als reduzibel nachgewiesen ist. 
Oder es gibt mindestens ein f = 0(8,), fiir das kein solches J, existiert. 
Wir bilden dann mit dem zu diesem f gehdérigen a, : 
2, = (2, a,) = (8, a, a,); N, = (K, b*). 
Dann wird wegen a,-b = 0(2,) nach (4) auch: 
(4’) 2, -R, = 0(K); 
und 2, wird ein echter Teiler von &,. 


Fiir die Elemente f von &, = [2,, R,] gilt die gleiche Alternative: 
Entweder es folgt aus 


f=0(2,); f=0(R,); 
d.h.: f=a,-b*(&) stets: 


f=1,-d; 1, =0(2,); 
und damit nach (4’): 
K = R,. 


Oder fiir mindestens ein f gibt es kein solches J,, was zur Bildung 


von 2,=(2,,a,), R,—(&, 5" ) fiihrt; mit 2,-R,=0(K), wo &, ein 
echter Teiler von 2, ist. — So fortfahrend, definieren wir allgemein: 


2, = (K, a); B= (Ny, a,); ..-; B= (Vi, a); ---5 
RN, = (K,b); NR, —(K, b”); ...; N= (K, b*”); ..., 
wo die a; dadurch definiert sind, daB es ein f gibt, derart, dab 


f = 0(&-:); f= 0(R-:), 
d. h. 


f=a,b**(®); aber a,2= 0(2-1) 
wird. Danach wird allgemein 2,-R;,= 0(&), RN, nach (3) ein echter Teiler 
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von &, und &; ein echter Teiler von 2;_,. Nach Satz I von der end- 
lichen Kette mu8 also die Kette der 2 im Endlichen, etwa mit 2, ab- 
brechen. Fir jedes f=0(2,); f=0(M,) wird also f=1,-b* (&) mit 
1, = 0(2,), und folglich kommt nach dem obigen Schlu8: & = [2,, %,], 
womit & als reduzibel nachgewiesen ist. 

Aus dem eben Bewiesenen ergibt sich die Hindeutigkeit der zugehdrigen 
Primideale wie folgt: 

Es seien 

M = (B,...B,] = [D, ...D,]) 
zwei kiirzeste, also reduzierte Darstellungen von It als kleinstes gemein- 
sames Vielfaches von irreduziblen Idealen, deren Anzahl nach Satz IV 
iibereinstimmt. Dann sind nach diesem Satz auch die dort auftretenden 
Zwischendarstellungen (wo, wie dort bemerkt, der Index j;—¢ gesetzt 
werden kann): 
=D, ..-Ds-1B, Bers ---B,] —[D, ... Der De Bear -- By] 
= (%,, B;) = (%,, D,) 

kiirzeste Darstellungen. Es kommt also: 

Y,-B,=0(D,), A=z0(D,); A,-D,=0(B,), A= 0(B,). 
Da nun nach Satz VI die irreduziblen Ideale 8, und D,; primar sind, 
folgt daraus die Existenz zweier Zahlen 4; und y,, derart, daB 


(5) B;' = 0(D,); Di" = 0(B,). 


Bezeichnen nun 8, bzw. ¥, die zugehérigen Primideale von 8, bzw. D,; 
also $f'=0(B,); Bz=0(D,), so kommt nach (5): 


Pir = 0 (B,); Pie" =0(¥,), 
und daraus nach der Eigenschaft der Primideale: 


R=0(%,); B=08); B= R,- 
Damit ist bewiesen: 

Satz VII. Bei zwei verschiedenen kiirzesten Darstellungen eines 
Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches von irreduziblen Idealen 
stimmen die zugehdrigen Primideale, unter denen auch gleiche**) und 
zwar bei jeder Zerlegung gleich oft auftreten kinnen, tiberein. Die Ideale 
selbst lassen sich folglich auf mindestens eine Art derart paarweise 2u- 
ordnen, daB jeweils eine Potenz des einen Ideals 8, durch das zugeord- 


) Das zeigt etwa das Beispiel von *): 
(z*, zy, y*) = [(z*, y), (2, y*)), 
wo 4>2. Die beiden zugehérigen Primideale sind hier: (z,y). 
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nete D, teilbar ist und umgekehrt. Ihre Anzahl stimmt nach Satz IV 
tiberein *). 
§ 5. 
Darstellung eines Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches von gréBten 
primaren Idealen. Eindeutigkeit der zugehérigen Primideale. 


Definition IV. Hine kiirzeste Darstellung M —([O,...0.] soll als 
klesnstes gemeinsames Vielfaches von gréften primaren Idealen bezeichnet 
werden, wenn alle 2. primar sind, aber das kleinste gemeinsame Viel- 
fache zweier 0 nicht mehr primar ist. 

Da8 mindestens eine solche Darstellung stets existiert, folgt aus der 
Darstellung von Yt als kleinstes gemeinsames Vielfaches von irreduziblen 
Idealen. Denn diese Ideale sind primar; entweder liegt nun schon eine 
Darstellung durch gréBte primare vor, oder aber das kleinste gemeinsame 
Vielfache irgend zweier Ideale wird wieder primar. Da hier die Anzahl 
der Ideale um eins abgenommen hat, fiihrt die Wiederholung des Ver- 
fahrens nach endlich vielen Schritten zu der gewiinschten Darstellung. 

Diese Darstellung ist nach Hilfssatz IV reduziert. Umgekehrt ent- 
steht jede reduzierte Darstellung durch gréBte primaire Ideale auf diese 
Art, wie die Auflésung der © in irreduzible Ideale zeigt. 

Um hier aus Satz VII einen entsprechenden Eindeutigkeitssatz zu 
folgern, ist der Zusammenhang mit den zugehérigen Primidealen zu unter- 
suchen nach 

Satz VIII. Besitzen die primdren Ideale T,,N,,..., Ni alle das- 
selbe zugehdrige Primideal J, so ist auch ihr kleinstes gemeinsames Viel- 
faches DL =[R,, N.,..-, Ri] primar und hat ¥% zum zugehdrigen Prim- 
ideal. Ist umgekehri D =([N, ... Ni] eine reduzierte Darstellung fiir das 
primare Ideal 2, so sind alle N; primar und besitzen als zugehdriges 
Primideal das zugehorige Primideal 8% von OD. 

Zum Nachweis des ersten Teiles der Behauptung sei zunichst bemerkt, 
daB aus $* = 0 (M,) fiir jedes ¢ auch folgt: $' = 0(L), wor den gréBten 
der Indizes 9, bedeutet. Da §§ ferner auch Teiler von © ist, ist $ not- 
wendig das zugehérige Primideal, wenn © primar ist. Aus 

A-B=0(D); B* == 0 (Q) (fiir jedes k) 
folgt somit 8=:0(%); also B*==(N,) (fiir jedes k); 
und somit A=0(N,); alco AM=0(Q), 


womit © als primar, $ als zugehériges Primideal erwiesen ist. 
) Fir die Eindeutigkeit der unter den irreduziblen Idealen enthaltenen ,iso- 
lierten“ Ideale vgl. § 7. 
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Sei umgekehrt vorerst 
O =[R, ... R.] =[R,, 2] 


eine kiirzeste Darstellung von © durch primdre Ideale ; und seien jeweils 
§, die zugehérigen Primideale. Aus 


2,-RN, = 0 (OQ); 2, == 0 (Q) 
(wegen der kiirzesten Darstellung) kommt dann: 
Ni =0(O); oder P= 0 (L). 

Da §, zugleich Teiler von © ist, stimmt also §; fiir jedes i mit dem 
zugehérigen Primideal 8 von © iiberein. 

Es ist noch zu zeigen, daB bei jeder reduzierten Darstellung 
O = [RN ... Ri] die N,; primar sind**). Dazu lése man die ®, in ihre 
irreduziblen Ideale 8 auf; in der so entstehenden kiirzesten Darstellung 
OH = [(%, ...B,] ist dann jedes Ideal primar und besitzt nach dem eben 
Bewiesenen §§ als zugehériges Primideal. Dann gilt aber nach dem oben 
bewiesenen ersten Teil des Satzes das gleiche fiir jedes R,, womit Satz VIII 
vollstindig bewiesen ist. 

Zusatz. Hieraus folgt noch, daB ein Primideal notwendig irredu- 
zibel ist. Denn aus der reduzierten Darstellung $ —[{N, 2] kommt nach 
Satz VIII: N=0(P); also wegen ¥ =0(N) auch BP — N und ebenso F = g. 
Die Irreduzibilitét von 8 ergibt sich auch direkt: denn aus $ = (MN, 2] 
folgt: N-2Q=0(P); M==(P); Vs=O(P) im Widerspruch zu der Defi- 
nitionseigenschaft des Primideals. 

Seien jetzt _ - 

M = [(O,... Da) = (QD, ... Og) 
zwei reduzierte Darstellungen von I als kleinstes gemeinsames Vielfaches 
von gréBten primaren Idealen. Indem man die © in ihre irreduziblen 
Ideale 8, die O entsprechend in die irreduziblen Ideale D auflést, kommen 
zwei reduzierte Darstellungen fiir It als kleinstes gemeinsames Vielfaches 
von irreduziblen Idealen, bei denen nach Satz VII sowohl die Anzahl der 
Komponenten wie die zugehérigen Primideale iibereinstimmen. Nach Satz VIII 
besitzen dabei alle bei einem festem ©, auftretenden irreduziblen Ideale B 
dasselbe zugehorige Primideal §8,; wabrend das zu ©, gehdrige B, not- 
wendig davon verschieden ist, da sonst nach Satz VIII keine Darstellung 


%*) DaB hier die reduzierte Darstellung wesentlich ist, zeigt das Beispiel der 
nicht-reduzierten Darstellung: 0 =([z*, zy, y'] = ((2*, zy, y*, yz), (x, y*)], wo 422. 
Hier ist (z*, zy, y*, yz) = [(z*, y), (z, y*, z)] nach dem oben Bewiesenen nicht 
primar; denn letztere Darstellung ist eine kiirzeste durch primére Ideale, aber die 
zugehérigen Primideale (z, y) und (z, y, z) sind verschieden. (0 ist nach **) primar.) 
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durch gréBte primaire Ideale vorlige. Die Anzahl a der © ist also gleich 
der Anzahl der verschiedenen zugehérigen Primideale % der B; diese ver- 
schiedenen $8 bilden die zugehérigen Primideale der 0. Das gleiche gilt 
von den © in bezug auf ihre Auflésung in die D. Aus Satz VII folgt 
also die Anzahlgleichheit der 2 und 0, und das Ubereinstimmen ihrer 
zugehorigen Primideale. Zugleich zeigt sich, daB die am Anfang des 
Paragraphen angegebene Zusammenfassung der irreduziblen Ideale zu 
gréBten primaren darin besteht, alle mit demselben zugehérigen Primideal, 
und nur diese, zusammenzufassen. Satz VIII zeigt weiter die Irre- 
duzibilitaétseigenschaft der gréBten primaren Ideale: Sie lassen keine redu- 
zierte Darstellung als kleinstes gemeinsames Vielfaches von gré8ten pri- 
maren Zu. 
Zusamenfassend ist bewiesen: 


Satz IX. Bet zwei reduzierten Darstellungen eines Ideals als kleinstes 
gemeinsames Vielfaches von gréften primdren Idealen stimmen die An- 
zahl der Komponenten und die zugehdrigen Primideale, die alle von- 
einander verschieden sind, tiberein. M. a. W.: Jedem 0 laft sich einein- 
deutig ein © zuordnen, derart, daB eine Potenz von © durch © teilbar 
ist, und umgekehrt *). — Die D und D haben Irreduzibilitatseigenschaft in 
bezug auf die Zerlegung in grdépte primare Ideale. 

Zusatz. Es sei bemerkt, daB Satz IX im wesentlichen erhalten bleibt, 
wenn man anstatt reduzierter nur kiirzeste Darstellung voraussetzt. Ist dann 
etwa M — (OH, ... OF... 02.) reduziert in bezug auf OF, und Of ein echter 
Teiler von 0,, 2, das Komplement von ©,, so kommt nach Hilfssatz IV: 
O, = [Of, (2,, O,)]; und diese Darstellung ist reduziert in bezug auf Oj. 
Nach Satz VIII, bei dessen Anwendung nétigenfalls (2;, O;) durch einen 
echten Teiler zu ersetzen ist, ist also OF primar und hat dasselbe zu- 
gehérige Primideal B, wie ©;. Die Fortsetzung des Verfahrens zeigt, da8 
jeder solchen Darstellung eine reduzierte durch gréBte primaire Ideale 
zugeordnet werden kann, derart, da8 die Anzahl der Komponenten und 
die zugehérigen Primideale iibereinstimmen. Zs gilt also auch bei kiir- 
zester Darstellung, daf bei zwei verschiedenen Darstellungen die Anzahl 
der Komponenten und die zugehérigen Primideale tibereinstimmen. 

Die derart eindeutig definierten zugehérigen, voneinander verschiedenen 


Primideale sollen kurz als ,,die zugehdrigen Primideale von I“ bezeichnet 
werden. 


*) Ein Beispiel verschiedener Darstellungen ist das in ™) zu Satz II gegebene: 
(z*, zy) = |(z), (z*, ux + y)) fiir beliebiges ». Da die zugehérigen Primideale $, =(z) ; 
$, = (z, y) voneinander verschieden sind, handelt es sich um gréBte primire Ideale. 
— Fir die Eindeutigkeit der ,isolierten“ gréBten primaren Ideale vgl. § 7. 
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§ 6. 


Eindeutige Darstellung eines Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches 
von relativprim-irreduziblen Idealen. 


Definition V. Fin Ideal R heift relativprim zu S, wenn aus 
XT-R=0(S) notwendig folgt: T=0(S). Ist sowohl R zu S, wie 
S zu R relativprim, so heifBen R und S gegenseitig relativprim™). 
Ein Ideal heift relativprim-irreduzibel, wenn es sich nicht als kleinstes 
gemeinsames Vielfaches von gegenseitig relativprimen echten Teilern dar- 
stellen laft. 

Nimmt man insbesondere anstatt E den gréBten gemeinsamen 
Teiler £, aller T, fiir die T-R=0 (GS), so wird auch T,-R = 0 (S) 
und ©=0(f,). Es wird also T,—6, wenn WR relativprim zu 6; 
T, ein echter Teiler von ©, wenn Rt nicht relativprim zu © **). 

Dem Eindeutigkeitsbeweis liegt zugrunde 

Satz X. 1. Ist R relativprim zu den Idealen ©, ...S,, 80 ist R 
auch relativprim zu ihrem kleinsten gemeinsamen Vielfachen ©. 

2. Sind die Ideale ©, ... ©, relativprim zu R, 80 ist auch thr 
kleinstes gemeinsames Vielfaches © relativprim zu R. 

3. Ist R relativprim zu S und ist © =[G, ...S,] eine redusierte 
Darstellung fiir S, so ist R auch relativprim zu jedem G,;. 

4. Ist S relativprim zu R, so ist auch jeder Teiler ©; von S 
relativprim zu ®t. 

1. Da aus T-R=0(S) notwendig folgt: T-R=—0(S,), so wird 
nach Voraussetzung: T = 0(©,) und damit T = 0(G). 

2. Es sei ©, = (6, ...G:]; ©, —(G,... Gi}; ...5 Gear —G 
gesetzt. Aus T-G=0(R) folgt dann T-C,-S,=0(R); also nach 
Voraussetzung: T-€,=0(R). Daraus folgt wieder: T-€,,-S,=0(R); 
also nach Voraussetzung T-€,,=0(R), and schlieBlich: T-Cye.. 3-1 = 
T-G,=0(R); also T=0(R). 

8. Es bedeute €, das Komplement von ©,; aus T,-R =0(GS,) folgt 
dann wegen €,-R =0(€,) auch [T,, €,)-R=0(S). 

Ware nun &, ein echter Teiler von ©,, so ware wegen der redu- 
zierten Darstellung © =[6,, €,;] auch [Z,, €,] ein echter Teiler von © 
gegen die Voraussetzung. 


%) Die Bedingung des relativprim ist nicht symmetrisch. Z. B. ist R = (z2*, y) 
relativprim zu G=(z#); aber © ist nicht relativprim zu R, da S*=0(R), aber 
T= S==0(R) wird. 

%) Dieses so definierte £, stimmt iiberein mit dem ,,Residualmodul“ von 
Lasker; und in seiner Ausdehnung auf Zahlenmoduln statt Ideale mit dem ,,Quotient“ 
zweier Moduln bei Dedekind. Lasker, a. a. O. 8. 49, Dedekind (Zahlentheorie), 8. 504- 
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4. Aus T,-S,=0(R), wo FT, ein echter Teiler von Rt, folgt auch 
T,-S =0(R); also wire T, echter Teiler von R gegen die Voraussetzung. 

Definition V zeigt insbesondere, daB jedes Ideal relativprim zu dem 
aus allen Elementen von = bestehenden Hinheitsideal D wird**); die folgen- 
den Sitze gelten aber nur fiir von © versehiedene Ideale. 

Aus dem eben bewiesenen Satz X ergibt sich zunichst 


Hilfssatz V. Jede Darstellung eines Ideals als kleinstes gemein- 
sames Vielfaches von gegenseitig relativprimen, von © verschiedenen 
Idealen ist reduziert. 

Sei M—[R, R, ... R.] —[R,, V,] eine solche Darstellung. Nach Satz X,2 
ist dann auch &; relativprim zu R,; R; kann also nicht in 2; aufgehen; die Dar- 
stellung wird eine kiirzeste. Denn aus 2;=0 (§;), wo 2; relativprim zu R,, 
wiirde wegen )-2,=0(R,) auch folgen: O=0(R,); also R; =O, was 
nach Voraussetzung ausgeschlossen ist. Sei nun §; durch den echten 
Teiler Rf ersetzbar, dann wird nach Bilfssatz II R,; reduzibel und es 
kommt: R, = [R7, (R,, 2,)]. Exsetzt man hier gegebenenfalls (R,, 2,) 
durch einen echten Teiler (R,, 2,)*, ebenso Rf durch einen echten Teiler, 
so daB eine reduzierte Darstellung fiir R,; entsteht, so zeigt Satz X, 3, 
da8 2, auch relativprim zu (R,, &,)* wird, und dieses ist wegen der kiirze- 
sten Darstellung von © verschieden. Da aber (R,, g,)* in (R,, @,) und 
(R,, 2) in B, aufgeht, ist damit ein Widerspruch nachgewiesen. 

Aus Satz X ergibt sich ferner der den Zusammenhang mit den zu- 
gehérigen Primidealen vermittelnde 

Satz XI. Ist R relativprim zu S und S von O verschieden, so 
ist kein zugehdriges Primideal von R*’) durch ein zugehdriges Primideal 
von © teilbar. Findet umgekehrt keine solche Teilbarkeit statt, so ist R 
relativprim zu S, und natiirlich G von © verschieden. 

Seien 
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R=(O,...0.), S—[OFr... OF] 
reduzierte Darstellungen von ® und © durch gréBte primare Ideale; 
B, ... Ba, Br... Bs die zugehdrigen Primideale. Wir zeigen die Behaup- 
tung in der Form: Ist ein durch ein %* teilbar, so kann ® nicht 
relativprim zu © sein, und umgekehrt. 

Sei also %, = 0 (PB!) und folglich auch: O, = 0 (RP), woraas nach 
Definition von 5 folgt: O72" = 0(O%), also auch R* =0(O)). Es sei 
**) © spielt nur in bezug auf Teilbarkeit und kleinstes gemeinsames Vielfaches, 
nicht in bezug auf Produktbildung die Rolle der Einheit. Es wird etwa © = (2) fir 
den Bereich aller ganzzahligen Polynome von z ohne konstantes Glied; © = (2) fiir den 
Bereich aller geraden Zahlen. ; 
*") Definition der zugehdrigen Primideale von ® in § 5, SchluB. 
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nun §t" die niedrigste Potenz von Rt, die durch OF teilbar ist. Fir r= 1 
wird R durch O* teilbar; da aber nach Voraussetzung © von rs verschieden, 
wird ® also nicht relativprim zu OF. Fir r22 wird R*- KR = = 0(0), 
R'~*=: 0 (0%), also R nicht relativprim m OF); und nek Dy ist in 
beiden Fallen nach Satz X,3 auch ® nicht relativprim zu G. 

Ist umgekehrt R® nicht relativprim zu ©, so ist nach Satz X, 1 
auch §® nicht relativprim zu mindestens einem 5. Es gilt also: 
T,-R=0(OF); T=E0 (O°), und daraus, da O° primar ist: R'=0(O*), 
also auch O;...0.=0(O%). Daraus folgt aber fiir die zugehdrigen 
Primideale: j% ... B5°* = 0(B?); und nach der Kigenschaft der Prim- 
ideale geht folglich 7 in mindestens einem § auf, womit Satz XI be- 
wiesen ist. 

Aus Satz X und XI ergibt sich nun die Hxistenz**) und Hindeutig- 
keit der Zerlegung in relativprim-irreduzible Ideale wie folgt: 

Sei Mt = [O,...0,] eine reduzierte (oder wenigstens kiirzeste) Dar- 
stellung von I durch gréBte primire Ideale; f, ...%, die zugehérigen 
Primideale. Wir fassen die { derart in Gruppen zusammen, daB kein 
Ideal einer Gruppe teilbar wird durch ein Ideal einer davon verschie- 
denen Gruppe, wahrend die einzelne Gruppe sich nicht in zwei Teil- 
gruppen spalten laBt, denen beiden diese Higenschaft zukommt. Um eine 
solche Gruppeneinteilung zu konstruieren, ist zu bemerken, da8 nach 
Definition die einzelne Gruppe G neben jedem Ideal % auch alle seine 
in §,... 8%. vorkommenden Teiler und Vielfachen (d. h. durch § teil- 
baren) enthalten muS. Seien etwa %’ alle Vielfachen von $, #; alle 
Teiler von $*’, Bi" alle Vielfachen von #{*) usf.; allgemein Pi*-";#) 


hat 
alle Vielfachen von /"""j!- a), Re: ? alle Teiler von Bee Da es 


sich im ganzen nur um endlich viele Ideale $ handelt, mu8 das Verfahren 
nach endlich vielen Schritten abbrechen; d. h. kein von allen voran- 
gehenden verschiedenes Ideal liefern. Der so gewonnene Inbegriff von 
Idealen  bildet nun tatsichlich eine Gruppe @ von den gewiinschten 
Eigenschaften. 

Denn nach _ enthalt @ neben jedem $/'-;- a) auch alle 
Vielfachen $j"'-";* ’.» neben jedem pi 2, auch alle Teiler Bey. 
Darunter sind aber auch alle Teiler der #/*" 725" enthalten, wtieend 


1 

**) R° ist nicht definiert, da J die Einheit nicht zu enthalten braucht; daher 
muBte der Fall r= 1 vorweggenommen werden. += 0 ist auch in dem Fall, wo = 
eine Einheit enthalt, durch die Voraussetzung iiber 6 ausgeschlossen. 

*) Die Existenz der Zerlegung 148t sich auch direkt beweisen, in genauer 
Analogie mit der in § 2 nachgewiesenen Existenz der Zerlegung in endlich viele 
irreduzible Ideale. 
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die Vielfachen der {*": -, selbst wieder wee sind, Die nicht in 
G@ enthaltenen Ideale kénnen also weder Teiler noch Vielfache der in G 
enthaltenen sein. @ erfiillt aber auch die Irreduzibilitaétsbedingung. Denn 
liegt eine Einteilung in zwei Teilgruppen G” und G vor, und enthalt G™ 
etwa Bij? (bzw. D hae ‘a ,)> so enthailt es auch alle vorangehenden, 
da diese p Sine Vielfache und Teiler (bzw. Teiler und Vielfache) 
sind, also auch $ und damit die ganze Gruppe G. Verfahrt man mit 
den nicht in @ enthaltenen Idealen entsprechend, so kommt damit eine 
Gruppeneinteilung G, ...G@, aller $%, der die gewiinschten Eigenschaften 
zukommen. Eine solche Gruppeneinteilung ist eindeutig; denn sei 
Gi... G@! eine zweite Einteilung und ${''-; om (baw. Yas) ein Ele- 
ment von Gj, so enthalt nach dem obigen @ die ganze Gruppe G und 
ist also wegen der Irreduzibilitatseigenschaft mit G identisch. 


Bedeuten nun §;, (wo u von 1 bis /; lauft), die in einer Gruppe G;, 
zusammengefaBten Ideale 8, so sind, da die $ alle voneinander ver- 
schieden sind, die einer kiirzesten Darstellung entsprechenden primaéren 
Ideale O;, eindeutig bestimmt. Setzen wir 


R;, = (O,,--. Osa), so kommt M — (MR, ... Ro]; 


wir zeigen, daB dadurch eine Zerlegung von Mt in relativprim-irreduzible 
Ideale erreicht ist. Zunachst ist zu bemerken, daB Satz XI anwendbar bleibt, 
auch wenn #i, = [O;,... O4,,] nur eine kiirzeste Darstellung ist, da nach 
dem Zusatz zu Satz IX die zugehérigen Primideale dadurch schon ein- 
deutig definiert sind. Da nun kein zugehériges Primideal %,,, von R, durch 
ein zugehériges Primideal , von ®; teilbar ist, und umgekehrt, sind 
nach Satz XI Rt, und MR; gegenseitig relativprim; und jedes einzelne R, 
ist nach Satz XI wegen der Irreduzibilitatseigenschaft der Gruppe G;, re- 
lativprim-irreduzibel, da bei Reduzibilitét stets von D verschiedene Ideale 
in Betracht kommen. Nach Hilfssatz V handelt es sich ferner um eine 
reduzierte Darstellung, auch wenn man urspriinglich nur von einer kiir- 
zesten Darstellung durch die © ausgegangen war. Umgekehrt fiihrt nach 
Satz XI jede Zerlegung in relativprim-irreduzible Ideale auf die angegebene 
Gruppeneinteilung der §;,,. 


Sei nun M—[R,...R,] eine zweite Darstellung von M durch 
relativprim-irreduzible Ideale, die nach Hilfssatz V reduziert ist. Da 
dann, wie die Auflésung der R in gréBte primire Ideale zeigt, die zuge- 
hérigen Primideale iibereinstimmen, stimmen also auch die Gruppenein- 
teilungen dieser Primideale, deren Eindeutigkeit oben bewiesen, iiberein. 
Es wird somit to; und die Bezeichnung la8t sich so wahlen, daB 






























R,, R,; zu derselben Gruppe gehéren. Sei dann 


die Darstellung durch Ideal und Komplement. Dann wird, da §, der- 
selben Gruppe zugeordnet ist wie ®,, nach Satz XI auch &, relativprim 
zu R,, und &, relativprim zu R;. Wegen 


R,- 2, = 0(R,), R,- L, = 0(R,) 


kommt somit 


R, = 0(R,); R; = 0(R;); R, = R,. 


Damit ist bewiesen: 
Satz XII. Jedes 


gemeinsames Vielfaches von endlich vielen gegenseitig relativprimen und 
relativprim-irreduziblen Idealen. 


Eindeutigkeit der isolierten Ideale. 


Ist die kiirzeste Darstellung M = ([R, 2) reduziert 
in bezug auf 2, so heiBt R isoliertes Ideal, wenn kein zugehdriges Prim- 
ideal von RK in einem zugehdrigen Primideal von 2 aufgeht, m. a. W., 
wenn & relativ prim zu KR iat. 

Danach erfiillt die Darstellung It = [R,L] die Bedingungen der 
Darstellung Mt =[R;, L;] in Hilfssatz V, und mit Hilfssatz V ist be- 


Definition VI. 


wiesen: 


Hilfssatz VI. Ist R isoliertes Ideal der in bezug auf L redu- 
zierten, kiirzesten Darstellung M%&—[R,L], 80 ist die Darstellung auch 


reduziert in bezug auf 
Da es sich also 
handelt, erganzen sich 


Ideale auftretenden zugehérigen Primideale zu den eindeutig bestimmten, 
bei der entsprechenden Zerlegung von Yt auftretenden zugehérigen Prim- 


idealen. 


Es geht somit kein zu der Zerlegung in irreduzible Ideale gehériges 
Primideal von R in den iibrigen, zu der entsprechenden Zerlegung von I 
gehérigen Primidealen auf. Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt, und tritt 
®R in mindestens einer in bezug auf ft reduzierten Darstellung It = (KR, 2], 
also auch in einer reduzierten Darstellung Jt = [R, g*] auf, so ist Rt 
nach Definition VI isoliert. Daraus ergibt sich die von dem speziellen 
Komplement 2 unabhangige 


Definition Vla. 


gung in irreduzible Ideale gehdrigen Primideale von R nicht in den 
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MN = (R,, 2,] sea [R,, &,) 


Ideal laft sich eindeutig darstellen als kleinstes 


§ 7. 


R. 
bei isolierten Idealen um reduzierte Darstellung 
die bei der Zerlegung von R und Z in irreduzible 


R hetPt isoliertes Ideal, wenn die zu der Zerle- 


4 
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tibrigen, zu der entsprechenden Zerlegung von IN gehdrigen Primidealen 
aujgehen, und wenn Kt in mindestens einer in bezug auf R reduzierten 
Darstellung M =[(R, V) auftrisz*). 

Seien nun he, 

M = (KR, LJ] — (R, LZ] 
zwei Darstellungen von Yt durch isolierte Ideale R und R und Komple- 
mente 2 und @; derart, daB die zugehdrigen Primideale von R und R 
iibereinstimmen. Ersetzt man 2 und @ durch solche Teiler 2* und &*, 
daB die Darstellungen reduziert werden, so stimmen also auch die zuge- 
hérigen Primideale von 2* und &* iiberein; nach Satz XI wird also 2* 
relativprim zu Rt, 2* relativprim zu Rt. Wegen 
R-2*=0(R); RL*=0(R) 
kommt somit 
R=0(R); R=o(R); R=—R; 

isolierte Ideale sind also eindeutig durch die zugehérigen Primideale be- 
stimmt. Dies ergibt insbesondere eine Verscharfung der Satze VII und IX 
iiber die Zerlegung in irreduzible bzw. gréBte primaire Ideale, wobei nach 
dem Zusatz zu Satz [X nur kiirzeste Darstellung vorausgesetzt zu werden 
braucht. Zusammenfassend kommt: 


Satz XIII. Bet jeder kiirzesten Darstellung eines Ideals als kleinstes 
gemeinsames Vielfaches von irreduziblen bzw. gréften primadren Idealen 
sind die isolierten irreduziblen bzw. grépten primdren Ideale eindeutig 
bestimmt; die Vieldeutigkeit bezicht sich nur auf die nicht-isolierten 
irreduziblen bzw. grdBten primdaren Ideale*™). Allgemein sind die iso- 
lierten Ideale eindeutig durch die zugehdrigen Primideale bestimmt. 

Sind in einer solchen kiirzesten Darstellung durch irreduzible, bzw. 
groSte primare Ideale die Ideale 8; bzw. 0, nicht-isoliert, so sind nach 
Definition die Komplemente UW, bzw. 2, durch B, bzw. $B, teilbar. Es 
kommt also 

U"=0(B,) baw. 27 =0(H,). 


Aus dem Erfiilltsein dieser Relationen folgt umgekehrt, daB %, bzw. f, 
in mindestens emem zugehérigen Primideal des Komplements, also nach 


*) Wiirde man gewdhnliche zugehérige Primideale (§ 5 Schlu8) einfiihren, so 
wire als besondere Bedingung zuzufiigen, da8 diejenigen von 2 alle von denen von ® 
verschieden sind. Nach der Definition Via braucht also die Darstellung nicht mehr 
reduziert in bezug auf das Komplement vorausgesetzt zu werden. 

*) Dieser Satz ist fiir Ideale aus Polynomen im Fall der Zerlegung in gréBte 
primare schon ohne Beweis von Macaulay mitgeteilt; seine Definition der isolierten 
und nicht-isolierten (imbedded) primiren Ideale kann als irrationale Fassung der 
unten mitgeteilten angesehen werden. 
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Zusatz zu Satz IX auch in einem zugehérigen Primideal des eine redu- 
sierte ‘Darstellung in bezug auf &;° vermittelnden Teilers 27 von 2,, auf- 
geht; 8, bzw. ©, sind also nicht-isoliert. Insbesondere sind irreduzible 
Ideale B;, deren zugehGriges Primideal dfter als einmal bei der Zerlegung 
von I auftritt, stets nicht-isoliert. Nicht-isolierte primdre Ideale sind 
also auch dadurch charakterisiert, daB eine Potenz jedes Komplements 
durch sie teilbar wird; isolierte primdre dadurch, daB dies nicht erfiillt 
sein kann. 


§ 8. 


Eindeutige Darstellung eines Ideals als Produkt von teilerfremd- 
irreduziblen Idealen. 


Besitzt der zugrunde gelegte Ringbereich = eine Einheit, d.h. ein 
Element «, derart, daB «-a—a wird fiir jedes Element aus = **), so 
lassen sich die teilerfremden Ideale definieren durch 


Definition VIII. Zwei Ideale R und © heifen teilerfremd, wenn 
thr gréBter gemeinsamer Teiler gleich dem aus allen Elementen von = 
bestehenden Einheitsideal D =(e) ist. Hin Ideal heift teilerfremd-irre- 
duzibel, wenn es sich nicht als kleinstes gemeinsames Vielfaches von 
paarweise teilerfremden Idealen darstellen laft. 

Es sei bemerkt, da8 zwei teilerfremde Ideale immer gegenseitig re- 
lativprim sind. Nach Definition gibt es nimlich zwei Elemente: r= 0(®), 
8=0(G) derart, daB e—r+e wird. Aus T-R=0(G) folgt aber: 
T-r=0(S), also T-e—T=0(S); und entsprechend kommt aus 
T-S=0(R) auch T=0(R)**). Aus Hilfssatz V folgt also, daB jede 
Darstellung durch paarweise teilerfremde Ideale zugleich reduziert ist. 

Dem Eindeutigkeitsbeweise liegt zugrunde der Satz X entsprechende 

Satz XIV. Ist R teilerfremd zu jedem der Ideale S,...©S,, 80 
ist R auch teilerfremd zu G=(G6,...S,]. Umgekehrt folgt aus der 
Teilerfremdheit von R und S auch die von R mit jedem S,. Ist 
R= (R,...R,] und jedes RK, teilerfremd zu jedem G,, so sind R und 
S teilerfremd; auch hier gilt die Umkehrung. 

Ist nimlich Rt teilerfremd zu jedem ©,, so existieren Elemente s,, 
derart, da& 


8, = 0(6,); 8, =e(R) 
*) > kann bekanntlich wegen der Kommutativitét der Multiplikation nicht 
mehr als eine Einheit besitzen, denn fiir irgend zwei Einheiten, «, und ¢,, gilt: 
#, &g = = 6. 
8) Die Umkehrung gilt dagegen nicht; z. B. sind die Ideale R=(x), S=(y) 
gegenseitig relativprim, aber nicht teilerfremd. 
4* 
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wird. Folglich wird 

8-8... =0(6); 8, -8,... 8, =e(R), (R, S) = (e): 

Da aber (R, G) durch jedes (R, S,) teilbar ist, gilt auch die Umkehrung. 
Die mehrfache Anwendung des Schlusses ergibt den zweiten Teil der Be- 
hauptung. Ist naimlich ®, fiir festes i teilerfremd zu ©, ...S,, so wird 
R, teilerfremd zu S. Gilt dies fiir jedes 4, so wird, da der Begriff der 
Teilerfremdheit ein gegenseitiger ist, © teilerfremd zu Rt. Umgekehrt 
folgt aus der Teilerfremdheit von und © die Teilerfremdheit von © 
zu ®,, und folglich von R; zu G,. 

Der Beweis fiir Existenz und Eindeutigkeit **) der Zerlegung in teiler- 
fremd-irreduzible Ideale kommt, wie der entsprechende Beweis bei den 
relativprimen Idealen, auf eine eindeutige Gruppeneinteilung heraus. Da 
aber die relativprim-irreduziblen Ideale R, ... R, von M nach Satz XII 
eindeutig definiert sind, ist hier ein Zuriickgehen auf die zugehérigen 
Primideale unndtig. 

Wir fassen die eindeutig definierten relativprim-irreduziblen Ideale 
R,...R, von M derart in Gruppen zusammen, daB jedes Ideal einer 
Gruppe teilerfremd zu jedem Ideal einer davon verschiedenen Gruppe 
wird, wahrend die einzelne Gruppe sich nicht in zwei Teilgruppen spalten 
lapt, derart daB jedes Ideal einer Teilgruppe teilerfremd zu jedem Ideal 
der andern Teilgruppe wird. Eine solche Gruppeneinteilung ergibt sich 
wie folgt: Nach Definition muB die einzelne Gruppe @ neben jedem Ideal 
R auch alle zu R nicht teilerfremden Ideale enthalten. Seien diese etwa 
gegeben durch ®, ; zu diesen seien R; , nicht teilerfremd; sei allgemein 
R,,...;, nicht teilerfremd zu R, ua 


Da es sich im ganzen nur um 
endlich viele Ideale handelt, mu8 das Verfahren nach endlich vielen 
Schritten abbrechen, d. h. keine von allen vorangehenden verschiedenen 
Ideale liefern; der so gewonnene Inbegriff von Idealen bildet eine Gruppe G 
von den gewiinschten Eigenschaften. Denn alle nicht in G enthaltenen 
Ideale sind nach Konstruktion von G teilerfremd zu allen in G enthaltenen. 
Liegt ferner eine Einteilung in zwei Teilgruppen G” und G® vor; und 
sei etwa ®t, .., Element von G@. Da die Eigenschaft der Teilerfremd- 


i 9 ++ RR, also auch 
A-1 1 


R und folglich die ganze Gruppe G enthalten, womit die Irreduzibilitat 
bewiesen ist. Verfahrt man mit den nicht in G enthaltenen Gruppen 


heit eine gegenseitige ist, mu8 G” dann auch R, . 


*) Die Existenz der Zerlegung 1a8t sich wieder in Analogie zu § 2 direkt be- 
weisen; auch der Eindeutigkeitsbeweis la8t sich direkt fihren (vgl. das in der Ein- 
leitung iiber Schmeidler und Noether-Schmeidler Gesagte). Der hier gegebene Beweis 
gibt zugleich Einblick in die Struktur der teilerfremd-irreduziblen Ideale. 
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entsprechend, so kommt somit eine Gruppeneinteilung G, ... G, aller Rt. 
Diese Gruppeneinteilung ist eindeutig; denn sei Gi... G@) eine zweite 
Einteilung und R,...4 ein Element von G;. Dann enthalt G; auch R 
und folglich G, und kann wegen der Irreduzibilitaétsbedingung keine von 
G, verschiedenen Elemente enthalten; es wird G; gleich G,. 

Es sei jetzt T, das kleinste gemeinsame Vielfache der in einer Gruppe G, 
vereinigten Ideale R. Wir zeigen, daB It —[(T, ... T,] eine Darstellung 
von IR durch teilerfremd-irreduzible Ideale wird. Vorerst zeigt die Auf- 
lésung der T in die RM, daB (T,...FT,] wirklich Mt darstellt. Nach 
Satz XIV sind ferner die T paarweise teilerfremd, und jedes £ ist teiler- 
fremd-irreduzibel. Damit ist also die Existenz einer solchen Darstellung 
bewiesen. 

Zum Eindeutigkeitebeweis sei Mt —[T, ... T;] eine zweite derartige 
Darstellung. Lést man die £ in ihre relativprim-irreduziblen Ideale R 
auf, so sind die bei verschiedenen T auftretenden R nach Satz XIV zu- 
einander teilerfremd, also auch gegenseitig relativprim; sie stimmen also 
mit den eindeutig definierten relativprim-irreduziblen Idealen R von M 
iiberein. Die &, erzeugen ferner nach Satz XIV eine Gruppeneinteilung 
G; der R mit den angegebenen Eigenschaften. Da aber diese Gruppen- 
einteilung eindeutig ist und jedes £, durch die Gruppe G; = G, eindeutig 
bestimmt ist, wird T;— &,, womit die Eindeutigkeit bewiesen ist. 

Fiir paarweise teilerfremde Ideale wird ferner das kleinste gemein- 
same Vielfache gleich dem Produkt. 

Denn nach Satz XIV ist fir M—([T,...T,] auch das Komple- 
ment 2; teilerfremd zu [T,; es gibt also Elemente 


#=0(%,); §=0(%); e=—t+h, 
Aus f=0(fT,); f=0(,) folgt also wegen 

f=fe=ft,+fl, auch f=0(%,-f,). 
Da umgekehrt 2,-T, durch [2;,,] teilbar, kommt [2,, T,] — 2, -F,; 
und durch Fortsetzung des Verfahrens auf {; schlieBlich: 

M = (I, ...T] = T,-F,-...- EX. 
Damit ist bewiesen: 
Satz XV. Jedes Ideal lapt sich eindeutig darstellen als Produkt 

von endlich vielen paarweise teilerfremden und teilerfremd-irreduziblen 
Idealen. 
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§ 9. 


Ausdehnung der Untersuchung auf Moduln. Anzahigieichheit der 
Komponenten bei Zerlegungen in irreduzible Moduln. 

Wir zeigen jetzt, da8 der Inhalt der drei ersten Paragraphen, der 
sich auf irreduzible, nicht auf primaire und Prim-Ideale bezieht, unter ge- 
ringeren Voraussetzungen bestehen bleibt. Diese Paragraphen benutzen 
nimlich das kommutative Gesetz der Multiplikation nicht und beziechen 
sich nur auf die Eigenschaft der Ideale, Moduln zu sein, bleiben also er- 
halten fiir Moduln in bezug auf nicht-kommutative Bereiche, die jetzt zu 
definieren sind. Der Definition der Moduln ist ein Doppelbereich (2, T) 
zugrunde zu legen von folgenden Eigenschaften: 

= ist ein abstrakt-definierter nicht-kommutativer Ring, dh. = ist 
ein System von Elementen a, 6,c,..., fiir die zwei Verkniipfungsarten 
definiert sind, die Ringaddition (++) und die Ringmultiplikation (><), die 
den in §1 aufgestellten Gesetzen geniigen, mit Ausnahme des kommuta- 
tiven Gesetzes 4. der Ringmultiplikation. 

T ist ein System von Elementen «, f, y,..., fiir das in Verbindung 
mit S ebenfalls zwei Verkniipfungen definiert sind, die Addition, die aus 
je zwei Elementen «a, f eindeutig ein drittes «+ 8 erzeugt; die Multi- 
plikation eines Elementes « aus T mit einem Element c aus 2, die 
eindeutig ein Element c-a« aus 7' erzeugt**). 

Fiir diese Verkniipfungen gelten die folgenden Gesetze: 

1. Das assoziative Gesetz der Addition: (« + 8)+y=—a+(f+y7). 

2. Das kommutative Gesetz der Addition: « + f= 8+ «. 

3. Das Gesetz der unbeschrinkten und eindeutigen Subtraktion: es gibt 
in 7 ein und nur ein Element £, das die Gleichung a + & = £ befriedigt 
(man bezeichnet § = 8 — a). 

4. Das assoziative Gesetz der Multiplikation: a-(b-y) =(a><b)-y. 

5. Das distributive Gesetz: (a4¢b)-y=—a-y+b-y; ¢-(e+f)=—c-a+ec-B, 

Aus diesen Bedingungen folgt bekanntlich die Existenz des Null- 
elements, und die Giiltigkeit des distributiven Gesetzes auch fiir die Ver- 
kniipfung von Subtraktion und Multiplikation: 


(a—b)-y=a-y—b-y; c¢-(a—f)=—c-a—c-B; 
wo (—) die Subtraktion in 2 bedeutet. Enthalt = eine Einheit ¢, so soll 
e-a == «@ gelten fiir jedes Element « aus 7’. 





*) Es handelt sich also hier um eine ,rechteseitige“ Multiplikation, einen ,,rechte- 
seitigen“ Bereich T und folglich um ,rechteseitige“ Moduln und Ideale. Wiirde man 
fiir T eine linksseitige Multiplikation «-c zugrunde legen, so kime eine enteprechende 
Theorie der linksseitigen Moduln und Ideale; “M enthalt neben « auch «-c. Das 
assoziative Gesetz wire hier von der Form (y-b)-a=y-(b><a). 
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Unter einem Modul M in (2, 7’) sei ein System von Elementen aus 
T verstanden, das den beiden Bedingungen geniigt: 


1. M enthalt neben « auch c-a, wo c ein beliebiges Element aus = ist. 
2. M enthdlt neben « und B auch die Differenz « — B; also neben « auch 
na fiir jede ganze Zahl n**). 


Nach dieser Definition bildet T selbst einen Modul in (2,T). Fallt 
insbesondere der Bereich 7' und die dort festgelegten Verkniipfungen mit 
dem Bereich S und den dort geltenden Verkniipfungen zusammen, so geht 
der Modul M iiber in ein (rechtsseitiges) Ideal Mt in Z. Wird J noch 
als kommutativ angenommen, so entsteht der gewdhnliche Idealbegriff, der 
sich somit als Spezialfall des Modulbegriffs ergibt*’). 

Fiir Moduln bleiben alle Definitionen des § 1 erhalten: So bedeutet 
a=0(M) bzw. N=0(M), daB a baw. jedes Element von N Element 
von M ist; anders ausgedriickt, « bzw. N ist durch M teilbar. M wird 
ein echter Teiler von N, wenn M von N verschiedene Elemente enthilt; 
aus N=0(M), M=0(N)folgt M=N. Auch die Definition des gréBten 
gemeinsamen Teilers und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen bleibt 
wortlich erhalten. Enthalt der Modul M insbesondere eine endliche 
Anzahl von Elementen «,...a,, derart, daB M=(a,...a,), dh. 
a@=¢,¢,+...+6¢,0,+n,a,+...+n,a, wird fiir jedes c=0(M), wo- 
bei die c; GréBen aus 2, die mn, ganze Zahlen sind, so heiBt M ein end- 
licher Modul, a,...«, eine Modulbasis. 

Wir legen nun im folgenden, analog wie in §1, nur solche Bereiche 
(2, 7") zugrunde, die die Endlichkeitsbedingung erfillen: Jeder Modul 
in (2, 7) ist ein endlicher, besitzt also eine Modulbasis. 

Dann gilt fiir diesen Bereich (2, 7’) Satz I von der endlichen Kette 
auch fiir Moduln, wie der dortige Beweis zeigt, und damit sind alle Voraus- 
setzungen fiir die §§ 2 und 8 erfiillt. Es la8t sich Definition I und Hilfs- 
satz I iiber kiirzeste und reduzierte Darstellung direkt iibertragen; ebenso 





%*) Die ganzen Zahlen sind wieder als abkiirzende Zeichen, nicht als Ring- 
elemente zu betrachten. 

87) Das einfachste Beispiel eines Moduls bildet der Modul aus ganzzahligen 
Linearformen; 2 besteht hier aus allen ganzen rationalen Zahlen, T aus allen ganz- 
zahligen Linearformen. Ein etwas allgemeinerer Modul entsteht, wenn man in Z und 7 
ganze algebraische Zahlen statt der ganzrationalen Zahlen nimmt, oder etwa alle 
geraden Zahlen. Betrachtet man statt der Linearformen jeweils den Komplex aller 
Koeffizienten als eim Element, so sind die Verkniipfungen in > und T tatsichlich 
verschiedene. Ideale in nicht-kommutativen Ringbereichen aus Polyromen bilden den 
Gegenstand der gemeinsamen Arbeit Noether-Schmeidler. Von Idealen in weiteren 
speziellen nichtkommutativen Bereichen handeln die Vorlesungen iiber die Zahlen- 
theorie der Quaternionen von Hurwitz (Berlin, Springer 1919) und die dort zitierten 
Arbeiten von Du Pasquier. 
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Satz II iiber die Darstellbarkeit jedes Moduls als kleinstes gemeinsames 
Vielfaches von endlich vielen irreduziblen Moduln, wobei Hilfssatz II zeigt. 
daB jede solche kiirzeste Darstellung zugleich reduziert ist. Weiter bleibt 
Satz III erhalten, der die Reduzibilitaét eines Moduls durch Eigenschaften 
seines Komplements ausdriickt; und daraus folgt Hilfssatz III und schlieB- 
lich Satz IV, der die Anzahigleichheit der Komponenten bei zwei ver- 
schiedenen kiirzesten Darstellungen eines Moduls als kleinstes gemeinsames 
Vielfaches von irreduziblen Moduln aussagt. Satz IV ergibt noch den 
Hilfssatz IV als Umkehrung von Hilfssatz I iiber reduzierte Darstellung. 


Zusatz. Dieselbe Uberlegung zeigt, daB alle diese Saitze und Defi- 
nitionen erhalten bleiben, wenn man fiir zweiseitige Bereiche 7’, d. h. solche, 
die sowohl rechts- wie linksseitig sind, unter Modul durchweg einen zwei- 
seitigen Modul versteht, d. h. einen solchen, der neben a auch c-« und 
«-c enthalt; neben « und § auch a — f. 

Wahrend all diese Satze sich nur auf den Begriff der Teilbarkeit und 
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen stiitzen, beruhen die weiteren Ein- 
deutigkeitssitze wesentlich auf dem Produktbegriff und lassen deshalb eine 
direkte Ubertragung nicht zu. So lat sich die Definition des primaren 
und Prim-Ideals nicht auf Moduln iibertragen, da das Produkt zweier 
GréBen aus 7 nicht definiert ist. Die formal mégliche Ubertragung auf 
nicht-kommutative Ringe verliert aber ihren Sinn, da hier die Existenz 
des zugehérigen Primideals sich nicht beweisen 148t**) und auch der Be- 
weis, da ein irreduzibles Ideal primar ist, versagt. Diese beiden Tatsachen 
bilden aber die Grundlage der folgenden Eindeutigkeitssitze. — Dagegen 
lassen sich, wenn der nichtkommutative Ring eine Einheit besitzt, die 
teilerfremden und teilerfremd-irreduziblen Ideale definieren, und die zum 
Beweise von Satz II benutzten Uberlegungen lassen erkennen, da8 jedes 
Ideal sich als kleinstes gemeinsames Vielfaches von endlich vielen paar- 
weise teilerfremden und teilerfremd-irreduziblen Idealen darstellen 14Bt**), 

SchlieBlich sei noch ein hinreichendes Kriterium dafiir erwaihnt, da8 
in (2,7) die Endlichkeitsbedingung erfiillt ist: Enthalt = eine Einheit 

**) Es folgt nimlich aus 

p,"=0(Q); p,*=0(Q) hier nicht: (p,—p,)***=0(D) 
und ebenso folgt aus 
(a-b)*=0(0) nicht: a*.b4=0(Q). 
Dadurch 1a8t sich also 8 weder als Ideal nachweisen, noch kommt ihm die Eigenschaft 
der Primideale zu. — Fiir zweiseitige Ideale 1a8t % sich zwar als Ideal, nicht aber als 
Primideal nachweisen. 

*) Fir spezielle, ,,vollstandig reduzible“ Ideale lassen sich auch hier Eindeutig- 

keitssitze aufstellen; vgi. gemeinsame Arbeit Noether-Schmeidler. 


E. Noether. 
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und erfillt die Endlichkeitsbedingung, und ist T selbst ein endlicher 
Modul in (2,7), 80 ist jeder Modul in (2,7) ein endlicher. 

Aus der Existenz der Einheit in  folgt namlich fir 

M = (f, --- fe); f=b,A+---+befetmAt---+ Mele, 
wo b, Elemente aus 5, nm, ganze Zahlen sind, auch eine Darstellung: 
f=, f,+...+,f,, wo b, Eiemente aus = sind. Denn wegen /; = ¢/, wird 
n,f,=n,ef;, und da n.e=(e+...+¢) su J gehort, wird b, = 6, + n,e 
ein Element aus =. Die Voraussetzung iiber 7' sagt nun aus, dab jedes 
Element « aus 7' eine Darstellung zulaBt: 

a=4@1,+...+41,+,1,+...+ 2,4, 


und folglich: &= 4,1, +...+4,%, 
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wo die zweite Darstellung wegen ¢t, = t, sich wie oben aus der ersten ergibt. 

Durchlaufen nun die « die Elemente eines Moduls M aus (2, 7), 
so durchlaufen die Koeffizienten a, von 1, ein Ideal I, aus 2; nach dem 
Obigen wird also fiir jedes a,= 0 \Mt,) auch a,=b, ay” +...4+b,a,". 
Bezeichnet «“ ein Element aus M, fiir das der Koeffizient von t, gleich a,” 
wird, so wird «a — b,a"”... — b,«™ ein zu M gehdriges Element, das nur 
von 1,,..-,%-1 abhiangt. Auf die Gesamtheit dieser rt, nicht mehr ent- 
haltenden Elemente, die einen Modul M’ bilden, 1a8t sich das Verfahren 
wiederholen, so daB durch endlich oftmalige Wiederholung die Behauptung 
bewiesen ist. 

§ 10. 
Spezialfall des Polynombereichs. 


1. Der zugrunde gelegte Ringbereich S bestehe aus allen Polynomen 
von z,...2, mit beliebigen komplexen Koeffizienten, fiir den nach dem 
Hilbertschen Theorem von der Modulbasis (Ann. 36) die Endlichkeits- 
bedingung erfiillt ist. Es handelt sich um den Zusammenhang unserer 
Sdize mit den bekannten Sdtzen der Eliminations- und Modultheorie. 

Dieser Zusammenhang wird hergestellt durch den folgenden Spezial- 
fall eines bekannten Hilbertschen Satzes*®): 

Verschwindet f fiir jedes (endliche) Wertsystem von 2, ...2,,, das Null- 
stelle aller Polynome eines Primideals % (Nulistelle von 8) ist, so ist f 
durch § teilbar. M.a. W.: Ein Primideal % besteht aus der Gesamtheit 
der Polynome, die in seinen Nullstellen verschwinden“*). 


“) Ober die vollen Invariantensysteme. Math. Ann. 42 (1893), § 8, 8. 318. 

**) Dieser Spezialfall 148t sich, wie Lasker {Math. Ann. 60 (1905), 8S. 607] ge- 
zeigt hat, im Fall homogener Formen auch direkt beweisen, und es folgt dann um- 
gekehrt hieraus wieder der Hilbertsche Satz (im homogenen und inhomogenen Fall), 
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Verschwindet somit ein Produkt /-g fiir alle Nullstellen von %, 80 
verschwindet mindestens ein Faktor; die Nullstellen bilden ein irreduzibles 
algebraisches Gebilde. Legt man umgekehrt diese Definition des irredu- 
ziblen Gebildes zugrunde, so zeigt sich, da8 die Gesamtheit der in einem 
irreduziblen Gebilde verschwindenden Polynome ein Primideal bilden; Prim- 
ideal und irreduzibles Gebilde entsprechen sich somit eineindeutig. Wegen 
O=0(8), W°=0 (HQ) stimmen ferner die Nullstellen eines primiaren 
Ideals mit denen seines zugehérigen Primideals iiberein**). Die Darstellung 
eines Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches von gréBten primiren 
Idealen ergibt also eine Auflésung aller Nullstellen des Ideals in irredu- 
zible Gebilde; und wie Lasker gezeigt hat, gilt auch das Umgekehrte. 
Der Eindeutigkeitsnachweis der zugehérigen Primideale entspricht also 
hier dem Fundamentalsatz der Eliminationstheorie von der eindeutigen 
Zerlegbarkett eines algebraischen Gebildes in irreduzible Gebilde; kann fiir 
spezielle Polynombereiche, wo keine eindeutige Produktdarstellung der 
Polynome durch irreduzible Polynome des Bereichs und folglich auch keine 
Eliminationstheorie besteht, als Aquivalent dieses Satzes der Eliminations- 
theorie gelten. 

Die den isolierten primaren Idealen entsprechenden irreduziblen Ge- 
bilde sind genau die bei der ,,Minimalresolvente‘**) auftretenden; denn 
die Nullstellen jedes nicht-isolierten gré8ten primaren Ideals sind zugleich 
Nullstellen mindestens eines isolierten; namlich eines solchen, dessen zu- 
gehoriges Primideal durch das des nicht-isolierten Ideals teilbar ist. Die 
Eindeutigkeit der isolierten primaren Ideale ergibt also in den Exponen- 
ten neue invariante Multiplizitétszahlen. Auch die Eindeutigkeitssitze bei 
der Auflésung der primiren Ideale in irreduzible kénnen als Erganzung 
der Eliminationstheorie im Sinn der Multiplizitét angesehen werden. 


den wir so aussprechen kénnen: Verschwindet ein Ideal ® in allen Nullstellen von M, 
so ist eine Potenz von R durch M teilbar. Dieser Satz, und ebenso der Spezialfall, 
gilt aber nur, wenn der Wertevorrat der z algebraisch abgeschlossen ist, kann daher 
aus unsern Satzen allein nicht folgen, sondern mu8 die Wurzelexistenz benutzen; 
etwa an der Stelle, daB ein Ideal, dessen Nullstellen nur aus z,=0... 2, =0 be- 
stehen, alle Potenzprodukte der z von einer gewissen Dimension an enthilt. Der 
iibrige Beweis l48t sich unter Benutzung unserer Sitze gegeniiber Lasker etwas ver- 
einfachen. Lasker mu8 naimlich auch zum Nachweis der Zerlegung eines Ideals in 
gréB8te primaire den Hilbertschen Satz heranziehen. 

**) Diese Eigenschaft eines primiren Ideals, ein irreduzibles Gebilde zu besitzen, 
nimmt Macaulay (vgl. Einleitung) zur Definition, waihrend Lasker nur den Begriff 
der Mannigfaltigkeit eines Gebildes in die Definition aufnimmt, im iibrigen abstrakt 
definiert. Die nur fir z,= 0... 2, =0 verschwindenden primiren Ideale nehmen bei 
Lasker eine Sonderstellung ein. 

“) Vgl. etwa J. Kénig, Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen 
GréBen (Leipzig, Teubner, 1903), 8S. 235. 
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Nach diesen Bemerkungen lassen sich die verschiedenen Zerlegungen 
in ihrem Verhalten zu den algebraischen Gebilden deuten. Den. paarweise 
teilerfremden Idealen entsprechen solche Gebilde, die keine gemeinsame 
Nullstelle besitzen; bei den gegenseitig relativprimen Idealen ist kein 
irreduzibles Gebilde des einen Ideals zugleich gemeinsame Nullstelle; die 
gréBten primaren Ideale verschwinden nur in irreduzibeln Gebilden, die 
alle voneinander verschieden sind; bei der Zerlegung in irreduzible Ideale 
kénnen dieselben irreduziblen Gebilde auch mehrfach auftreten. 

Bemerkt sei noch, daB an Stelle des allgemeinen Polynombereichs 
auch der Bereich aller homogenen Formen zugrunde gelegt werden kann, 
denn man iiberzeugt sich leicht, daB auch bei den dort geltenden Ver- 
kniipfungen — die Addition ist nur fiir Formen gleicher Dimensionen de- 
finiert — die allgemeinen Siatze erhalten bleiben“*). 

Ein einfachstes Beispiel der vier verschiedenen Zerlegungen — fiir das 
die Formeln unten folgen — ist nach dem obigen etwa gegeben durch 
eine Gerade und zwei dazu windschiefe, sich schneidende Gerade, von 
denen eine einen vom Schnittpunkt verschiedenen Punkt in héherer Mul- 
tiplizitét enthalt. Der Zerlegung in teilerfremd-irreduzible Ideale entspricht 
die Zerlegung in die Gerade und das dazu windschiefe Gebilde; dies Ge- 
bilde zerfallt bei der Zerlegung in relativprim-irreduzible Ideale in die 
beiden Geraden; der Zerlegung in gréBte primare Ideale entspricht eine 
Ablésung des Punktes héherer Multiplizitét, wahrend die Zerlegung in 
irreduzible Ideale eine Auflésung dieses Punktes bedingt. 

Nimmt man diesen Punkt zum Anfangspunkt, die durchlaufende Ge- 
rade zur y-Achse, die diese schneidende Gerade der x-Achse parallel, die 
dazu windschiefe Gerade der z-Achse parallel, so wird eine solche Konfi- 
guration etwa dargestellt durch die folgenden irreduziblen Ideale**): 
B,=(s—1,y); B=(y—1,2); B=—(z,2); B,—(2,y, 2); 

B, = (z*, y’, z). 
Die zugehdrigen Primideale werden: 
%=3,; B=-38; B=-3; B—B—(2,y9,2)- 
Die grdften primaren Ideale werden: 
O,=%8,; O%$-8; O,=—%8,; 0,—[(8,, B,) =(2*,y*, 2*y, 2). 
Die relativprim-irreduziblen Ideale werden: 

R=O,5 RWR—-O,; R,—[(0,,0,)]— (2, wy, zy’, 2). 

“) DaB hier aber im Falle der Mehrdeutigkeit neben homogenen auch inhomo- 
gene Zerlegungen existieren kénnen, zeigt das Beispiel: 

(a@*, wy, y*®) =((2*, y)s (y*, #)) =[(zy, 2, y*, e+y"); (zy, 2, y’, y+2*)). 

**) Davon sind die drei ersten als Primideale irreduzibel; 8, da es nur die Teiler 
(z*,y,z) und (z,y,z) besitzt; 8, da jeder Teiler das Polynom zy enthilt. 
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Die teilerfremd-irreduzibeln Ideale werden: 
S,=R,; S,—(R,, RK] = ((y— 1)2*, (y — 1) ay, (y — 1) zy’, 2). 
Daraus kommt das Gesamtideal: 
MN = [S,, S,] a7 6, -S, 
= ((z—1)(y— 1) 2*,(y— 1) 2*y, (y — 1) zy*, (z— 1)2,y(y — 1)2*, yz), 
wobei 1= —(y—1)2°+(y—1)(2*—1)+y, 
(y—1)(#—1)+y=0(6,); —(y—1)#*=0(6,). 

Dabei sind die Ideale 6,,%,,%, isolierte, also auch bei den 
Zerlegungen in irreduzible und gréBte primaire Ideale eindeutig be- 
stimmt. Die Ideale 8, und %, bzw. O, sind nicht-isolierte; sie sind nicht 
eindeutig bestimmt, sondern etwa ersetzbar durch D, = (z*, y + 12’, z), 
D, = (2* + wzy,y’,z);  ebenso ist O, ersetzbar durch 

, = (2*, z*y, y* + dzy, 2). 

2. Ebenso wie der allgemeine (und der ganzzahlige) Polynombereich 
erfiillt auch jeder endliche Integritdtsbereich aus Polynomen — wie das 
Hilbertsche Theorem von der Modulbasis zeigt — die Endlichkeitsbedingung **), 
wobei die Koeffizienten einem beliebigen Kérper zugewiesen werden kénnen. 
Wir geben noch ein Beispiel fiir den Bereich aller geraden Polynome, als 
dem einfachsten Bereich, wo wegen z*- y* = (zy)* keine eindeutige Produkt- 
darstellung der Polynome durch irreduzible Polynome des Bereichs existiert. 
Es handelt sich um die gleiche Konfiguration wie in dem obigen Beispiel, 
die jetzt gegeben wird durch die irreduziblen Ideale: 

B, =(z*— 1, zy, y’, yz); B, = (y* — 1, zz, yz, 2*); 
B, = (z*, zy, xz, yz, 2*); B, = (z', ry, y’, xz, yz, 2°); 
B, = (z*, y*, zz, yz, 2*). 

Die zugehdrigen Primideale werden: 

%, = %3,; %, = 3,; %, = B,; B, = B, = (2*, zy, y*, zz, yz, 2*). 

DaS §, Primideal wird, folgt daraus, da8 jedes Polynom des Bereichs 
von der Form wird: 


f=¢(2*) + 2zy(ze*) (B,). 
Sei also 


f, =, (2*) + 22y, (2*); fy =, (2*) +22 y, (2°), 
**) Ist umgekehrt fiir einen Polynombereich die Endlichkeitebedingung erfiillt, 


und 148t jedes Polynom mindestens eine Darstellung zu, wo die Multiplikatoren von 
geringerem Grad in z sind, so ist der Bereich ein endlicher Integritatsbereich. 
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so folgt aus f, - f,=0(8,) das Bestehen der Gleichungen: 


PiPo + 2° Y, Ye = 0; Pa¥1 +91 ¥2 = 9 
und daraus /,=0(,) oder /,=0(§, ). 

Genau so zeigt sich, daB 8, Primideal wird; {, wird Primideal, da 
jedes Polynom des Bereichs mod, einem Polynom von y* kongruent wird; 
%, besteht aus allen Polynomen des Bereichs. Es werden also auch §,; 
%, und B, als Primideale irreduzibel; 6, und %, besitzen aber je nur 
den einzigen echten Teiler ,, sind also notwendig irreduzibel. 

Aus den irreduziblen Idealen ergeben sich die grdéften primdren: 


O,=%,; 0, =8%,; O,—8,; O, = (B,, B,] = (2, 2° y, y*, zz, yz, 2°); 
die relativprim-trreduziblen Ideale: 
R= O,; R,=—O,; R, —[O,,0,) = (2*, zy, x*y*, cy’*, xz, yz, 2°), 
die teilerfremd-irreduziblen Ideale: 
S,=%,; S, = [R,, R, | 
= ((y*? — 1)2*, (y? — 1) 2*y, (y* — 1)a*y*, (y? — 1) zy*, xz, yz, 2°). 
Es wird wie im ersten Beispiel: 
[%,, B,] =(D,, D,}; 

wo D, =(r', ry+iz’,...); D, = (zw? + way, ...) A-u+1; 

[O,,0,) =[0,,0,); wo O,=(2*, 2*y, y* + Azy,...). 

Die iibrigen irreduziblen bzw. gréBten primaren Ideale $,, 8,, B, 
sind als isolierte Ideale eindeutig bestimmt. 


§ 11. 
Beispiele aus der Zahlentheorie und der Theorie der Differentialausdriicke. 


1. Der zugrunde gelegte Bereich > bestehe aus allen geraden, gan- 
zen rationalen Zahlen. = laBt sich also eineindeutig dem Bereich aller 
ganzen rationalen Zahlen zuordnen, indem man jeder Zahl 2a aus Y 
die Zahl a entsprechen 1a4Bt. Daraus folgt sofort, daB jedes Ideal in > 
ein Hauptideal (2a) ist, wobei in der Basisdarstellung 2c=n-2a fiir 
jedes Element 2c des Ideals die ungeraden n nur Abkiirzungen fiir die 
endlichen Summen bedeuten. 

Die Primideale des Bereichs sind gegeben durch f, = D = (2) und 
=(2p), wo p eine ungerade Primzahl bedeutet; es ist also jedes 
Primideal durch $,, aber durch kein weiteres Primideal teilbar. Die 
primaren Ideale sind gegeben durch 0, = (2-2°°) und O, = (2 p*); sie 
sind zugleich irreduzible Ideale, und nach dem iiber die Primideale Ge- 
sagten sind je zwei zu verschiedenen ungeraden Primzahlen gehérige gegen- 
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seitig relativprim, aber kein © ist zu irgendeinem O,, relativprim*’), 
die ©, sind also die einzigen nicht-isolierten primaren Ideale. Der ein- 
deutigen Zerlegung von a in Primzahlpotenzen entspricht die eindeutige 
Darstellung des Ideals (2a) durch gréBte primire, zugleich irreduzible 
Ideale: 


(2a) =([(2-2%), (2p,)", ..., (2pa)*]; 


es sind also hier im Gegensatz zu den Beispielen aus dem Polynombereich 
auch die nicht-isolierten gréBten primaren Ideale eindeutig bestimmt. Fiir 
@) = 0 handelt es sich zugleich um eine Darstellung durch gegenseitig 
relativprime Ideale, wahrend fiir 9, > 0 das Ideal relativprim-irreduzibel ist. 

Wiahrend also im Bereich aller ganzen Zahlen die vier verschiedenen 
Zerlegungen zusammenfallen, ist dies hier nur der Fall fiir die beiden 
Zerlegungen in gréB8te primire und irreduzible einerseits, und bei 9, > 0 
fiir teilerfremd-irreduzible (jedes Ideal ist teilerfremd-irreduzibel, da der 
Bereich keine Einheit besitzt) und relativprim-irreduzible andererseits, 
wahrend bei 9, = 0 die teilerfremd-irreduziblen und relativprim-irreduziblen 
Zerlegungen voneinander verschieden werden. Zugleich bietet sich hier 
schon ein Beispiel dafiir, daB ein Primideal durch ein anderes teilbar sein 
kann, ohne damit identisch zu sein; allgemeiner dafiir, daB aus der Teil- 
barkeit nicht die Produktdarstellung folgt. Das letztere — eine Folge 
davon, daB der Bereich keine Einheit enthaélt — ist auch der Grund dafiir, 
da8 keine eindeutige Produktdarstellung der Zahlen des Bereichs durch 
irreduzible Zahlen des Bereichs existiert, obwohl jedes Ideal ein Hauptideal 
wird; die Einfiihrung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen erweist sich 
also hier als notwendig. Es sei noch bemerkt, daS die Verhiltnisse genau 
die gleichen bleiben, wenn statt aller geraden Zahlen alle durch eine feste 
Primzahl oder Primzahlpotenz teilbaren Zahlen zugrunde gelegt werden. 

Dagegen werden auch noch irreduzible und primdre Ideale verschieden, 
wenn > aus allen durch eine zusammengesetzte Zahl g = p;*...p,” teil 
baren Zahlen besteht. Es wird wieder jedes Ideal ein Hauptideal (g -a), 
und die Primideale sind wieder gegeben durch 8, = 0D = (g); B=—(g-p), 
wo p eine von den in g aufgehenden Primzahlen p verschiedene Primzahl 
bedeutet. Dagegen sind die irreduztblen Ideale gegeben durch 8, = (g-pi*); 
B, =(g-p*); die primdren Ideale durch O, = 8, und durch die von 
den irreduziblen verschiedenen ,,...1, = (g- ps i? yp, ), wobei die B,, und 
©u,...1, alle dasselbe zugehérige Primideal %, —(g) besitzen. Auch hier 
besteht Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Ideale, und folglich 


*") In der Tat folgt aus: 2b-2p%=0(2p%s) fiir ungerade p,+-p, stets: 
2b=0 (2p); aus 2b-2p°=0 (2.2%) aber nur 2b=2.2% 1 (2.2%), 
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auch fiir die Zerlegung in gréBte primire Ideale, es sind also wieder auch 
die nicht-isolierten Ideale eindeutig bestimmt. 

2. Ein Beispiel eines nicht-kommutativen Ringbereichs bietet die in 
der Arbeit Noether-Schmeidler behandelte Idealtheorie in nicht-kommu- 
tativen Polynombereichen. Es handelt sich insbesondere um ,,vollstandig- 
reduzible“ Ideale, d. h. solche, bei denen die Komponenten der Zerleguug 
paarweise teilerfremd sind und keine echten Teiler besitzen; die Kompo- 
nenten sind also a fortiori irreduzibel. Es ergibt sich somit in Erginzung 
der dort bewiesenen Isomorphie nach § 9 noch die Anzahigleichheit der 
Komponenten bei zwei verschiedenen Zerlegungen. Damit ist fiir die als 
Spezialfall der Arbeit sich ergebende Zerlegung der Systeme partieller 
oder gewohnlicher linearer Differentialausdriicke ein Resultat gewonnen, 
das selbst in dem bekannten Fall eines gewéhnlichen linearen Differential- 
ausdrucks nicht bemerkt gewesen zu sein scheint. 

Zugleich liefert das System 7’ aller Restklassen eines festen Ideals 
M zusammen mit dem nicht-kommutativen Polynombereich Z einen Doppel- 
bereich (2, 7'), wo 7 Moduleigenschaft in bezug auf = hat. Denn die 
Differenz zweier Restklassen ist wieder eine Restklasse, und ebenso das 
Produkt einer Restklasse mit einem beliebigen Polynom, wahrend das 
Produkt zweier Restklassen nicht existiert (a.a.0. §3). Die dort als 
,»,Untergruppen“ bezeichneten Systeme von Restklassen bilden somit Bei- 
spiele von Moduln in Doppelbereichen (2, 7'), wo der zugrunde gelegte 
Ringbereich = nicht-kommutativ ist. 


§ 12. 
Beispiel aus der Elementarteilertheorie. 


Es handelt sich um eine durch die allgemeinen Entwicklungen be- 
dingte Auffassung der Elementarteilertheorie, die aber selbst als bekannt 
vorausgesetzt wird. 

Sei = der Bereich aller ganzzahligen Matrizen aus n* Elementen, 
fiir die Addition und Multiplikation in dem fiir Matrizen gebriuchlichen 
Sinn definiert sei. 2 wird also ein nicht-kommutativer Ringbereich; die 
Ideale sind somit im allgemeinen einseitig, die zweiseitigen nur als Spezial- 
fall darin enthalten **). 

Wir zeigen zuerst, daB jedes Ideal ein Hawptideal wird. Dazu ordnen 


“*) Die Idealtheorie dieser Bereiche bildet den Gegenstand der Arbeiten von 
Du Pasquier: Zahlentheorie der Tettarionen, Dissertation Zirich, Vierteljahrsschr. d. 
Naturf. Ges. Ziirich, 51 (1906). Zur Theorie der Tettarionenideale, ibid,, 52 (1907). 
Der Inhalt der zweiten Arbeit ist der Nachweis, da8 jedes Ideal ein Hauptideal wird. 
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64 
wir (bei rechtaseitigen Idealen) jeder Matrix A =(a,;,) einen Modul 
A = (6,8, + .-. +O, Fs ++ +o Ons by + +> HO, F,) 

aus ganzzahligen Linearformen zu. Umgekehrt entspricht diesem Modul 
jede Matrix, die eine Basis von A liefert, also neben A auch UA, wo 
U unimodular ist. Allgemeiner entspricht dem Produkt PA ein Modul B, 
der Vielfaches von A wird. Eine einzelne Linearform aus A wird durch 
solche P gegeben, die nur eine von Null verschiedene Zeile enthalten. 

Seien nun A,, A,,...,A,,... alle Elemente eines Ideals I; A,, 
A,,..-.A,,... die ihnen gugeordneten Moduln, A deren groBter gemein- 
samer Teiler und UA die allgemeinste, diesem Modul A zugeordnete 
Matrix. Jeder einzelnen Linearform aus A entspricht dann nach der Defi- 
nition des gréBten gemeinsamen Teilers eine Matrix P, A;,+ ...+ P, At, 
wo nach dem obigen die P nur eine von Null verschiedene Zeile besitzen. 
Daraus folgt, da8 auch die einer Basis von A entsprechende Matrix A 
eine solche Darstellung, jetzt mit allgemeinem P, zulaBt und folglich ein 
Element aus Yi wird. Da ferner jeder Modul A; durch A teilbar ist, 
wird jede Matrix A, durch A teilbar; A und allgemein UA bildet eine 
Basis von M&. Handelt es sich wm linksseitige Ideale, so sind ent- 
sprechend die Spalten jeder Matrix als Basis eines Moduls zu betrachten; 
jedes Ideal wird ein Hauptideal, fiir das neben A auch AV eine Basis 
wird, unter V eine beliebige unimodulare Matrix verstanden. 

Wir legen nun im folgenden zum Zusammenhang mit der Elementar- 
teilertheorie zweiseitige Ideale zugrunde, bei denen also insbesondere neben 
A auch PAQ zum Ideal gehért. Dann ist die allgemeinste Basis eines 
solechen Ideals nach dem obigen gegeben durch UAV, wo U und V 
unimodular sind. Die Basiselemente erschépfen also eine Klasse dqui- 
valenter Matrizen*), und es besteht eineindeutige Beziehung zwischen 
Ideal und Klasse, folglich auch zwischen Ideal und Elementarteilersystem 
(a, |a,]...|a@,) der Klasse, wo die a; bekanntlich nicht-negative ganze Zahlen 
sind, von denen jede in der folgenden aufgeht. Die in der durch die Ele- 
mentarteiler bedingten Normalform auftretende Matrix der Klasse ]a8t sich 
somit als spezielle Basis des Ideals auffassen; aus der Teilbarkeit der Ideale, 
bzw. Klassen folgt die der Elementarteiler, und umgekehrt. 

Nun hat aber Du Pasquier a. a.0. § 11 gezeigt, daB bei jedem zwei- 
seitigen Ideal der Rang n ist und alle Elementarteiler iibereinstimmen. 
Um den Fall allgemeiner Elementarteiler betrachten zu kénnen, miissen 
wir daher nicht von den Idealen, sondern direkt von den zweiseitigen 
Klassen ausgehen (die ebenfalls durch groBe deutsche Buchstaben bezeichnet 


**) Den Basiselementen der einseitigen Ideale entsprechen Rechts- bzw. Links- 
klassen. 
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werden sollen). Eine Klasse &Y— UAV ist dabei also durch eine andere 
® teilbar, wenn A = PBQ wird. 

Allgemein gilt: Das kleinste gemeinsame Vielfache (der grdpte ge- 
meinsame Teiler) zweter Klassen wird erhalten durch Bildung des kleinsten 
gemeinsamen Vieljfachen (des grdften gemeinsamen Teilers) der ent- 
sprechenden Elementarteilersysteme™). Denn seien (a,|a,|...a@,); 
(b, |b, | ...5,); (e,|e,|...6,), wo ¢,=[a,, b,], bzw. die Elementarteiler- 
systeme von U, 8, €*, und sei C= (AH, B]. Dann ist €* durch W und B, 
also durch € teilbar, umgekehrt sind die Elementarteiler von € durch die 
von ©* teilbar, also ist © durch €* teilbar und somit €=€*. Ent- 
sprechend ergibt sich der Beweis fiir den gréBten gemeinsamen Teiler, 

Der eindeutigen Darstellung der Elementarteiler a, als kleinstes ge- 
meinsames Vielfaches von Primzahlpotenzen entspricht somit eine Dar- 
stellung von % als kleinstes gemeinsames Vielfaches von Klassen 0, deren 
Elementarteiler gegeben sind durch die Potenzen einer Primzahl, in Zeichen 


O~(p™|p|...p'%|0|...|0); mind... Ste. 


Ist insbesondere der Rang @ gleich n, so hat man hier eine Zerlegung 
in teilerfremde und teilerfremd-irreduzible Klassen, die trotz des nicht- 
kommutativen Bereichs eindeutig ist. 


Die Klassen © lassen sich weiter zerlegen in Klassen, die dem Ele- 
mentarteilersystem ensprechen: 


By ~ (p"|...p%); By~(1]p%]...p%); ---5 Bow (1]--.1] pe]... p"); 
Bo41~(1)..-1]0]...0), 
wo in %, jeweils (y—1)-mal die Zahl 1 auftritt. Ist dabei etwa 


r,=1,=...=17r,=0, so werden %,...%, gleich der Einheitsklasse 
und sind folglich bei der Zerlegung wegzulassen; das gleiche gilt fiir 
B41, wenn 9 = nist. Ist ferner etwa r, = 1r,,, =... = 1,41, 80 werden 


$,.1,--.B,4, echte Teiler von %,, sind also gleichfalls auszuscheiden. 
Bezeichnen %;,...%B;, die iibrigbleibenden, die jetzt eine kiirzeste Dar- 
stellung ergeben, so wird O = [%,, ... B;,] die eindeutige Zerlegung von O. 
in irreduzible Klassen. Sei namlich 8,~ (1|...1|p|... p”) darstell- 
bar als kleinstes gemeinsames Vielfaches von € ~(1|...1|p%|... p”) 
und D~(1|...1)p%|... p™): dann muB im Elementarteilersystem von © 


5°) In der Arbeit: Zur Theorie der Moduln, Math. Ann. 52 (1899), S. 1 definiert 
E. Steinitz das kleinste gemeinsame Vielfache (den gré8ten gemeinsamen Teiler) von 
Klassen durch kleinste gemeinsame Vielfache und gréBte gemeinsame Teiler der Ele- 
mentarsysteme. Unabhingig davon findet sich das kleinste gemeinsame Vielfache von 
Klassen als ,,Kongruenzkomposition“ bei H. Brandt, Komposition der binaren qua- 
dratischen Formen relativ einer Grundform, J. f. M. 150 (1919), S. 1. 
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und D an den ersten (y — 1) Stellen die Zahl 1 stehen; an »-ter Stelle muB der 
Exponent s, oder ¢,, etwa s,, gleich r, werden. Da aber r, = 8, < 8, < 8, <1, 
wird, so kommt € = %,, also ist B, irreduzibel™). Dasselbe gilt fiir B,,,, 
wo p durch © zu ersetzen ist. Jede dieser irreduziblen Klassen gibt aber, 
wie die Bildung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen zeigt, einen be- 
stimmten Exponenten, und die Stelle, wo dieser Exponent im Elementar- 
teilersystem von 0, bzw. & zum erstenmal auftritt, wahrend %,,, den 
Rang angibt. Da diese Zahlen durch das Elementarteilersystem von 0, 
bzw. U eindeutig festgelegt sind, und da die Beziehung zwischen Elementar- 
teilern und Klasse eineindeutig ist, ist somit die Zerlegung von ©, und 
ebenso die einer beliebigen Klasse, in irrreduzible Klassen, eindeutig. 
Zusammenfassend laBt sich sagen: Jede zweiseitige Klasse U aus ganz- 
zahligen Matrizen von beschrankter Elementenzahl laft sich eindeutig 
darstellen als kleinstes gemeinsames Vieljaches von endlich vielen irredu- 
ziblen zweiseitigen Klassen. Jede irreduzible Klasse reprasentiert dabei 
einen festen Primteiler des Elementarteilersystems von A, einen zugehdrigen 
Exponenten und die Stelle, wo dieser Exponent zum erstenmal aufiritt. 
Die dem Teiler 0 entsprechend: irreduzible Klasse gibt den Rang von % an. 


5) Dagegen sind die 8 noch in einseitige Klassen reduzibel; hier besteht keine 
eindeutige Beziehung mehr zwischen Elementarteilern und Klasse, und damit auch 
keine eindeutige Zerlegung in irreduzible einseitige Klassen. Das zeigt etwa das fol- 
gende mir von H. Brandt angegebene Beispiel der Zerlegung in rechtaseitige Klassen 
(wo die Klassen durch eine Basismatrix dargestellt sind, bzw. durch den entsprechen- 
den Modul): 


8-(6.6)-1%.4i O~% aa(l9s a~(f?) 


2~(19); am (429) 


In der Tat besitzen die Moduln (&, pm); (pé&,m); (p&,(p—1)&+7) jeweils als 
echten Teiler nur den Modul (&,%), sind also irreduzibel und sind ferner von- 
einander verschieden. 


Erlangen, Oktober 1920. 


(Eingegangen am 16. 10. 1920.) 








Ein neues Fundamentalsystem fiir symmetrische 
Funktionen. 


Von 


Bernhard von Ludwig in Berlin. 


Hinsichtlich der Potenzsummen 8, = x ap (A=1,2,...) beliebiger 
k=1 


n GréBen 2,, x,,..., 2, wei® man seit Newton, daB die n ersten derselben 
ein Fundamentalsystem fiir symmetrische Funktionen von 2,, z,,..., 2, 
bilden, d. h., daB sich jede rationale symmetrische Funktion dieser GréBen 
durch 8,, 8,..., 8, tational darstellen labt. 

In neuester Zeit erst ist durch eine im 23. Bande der ,,Acta Mathe- 
matica‘’ (1900) verdffentlichte Arbeit von Vahlen bekannt geworden, daB 
nach beliebiger Wahl einer der Zahlen m= 2,3,...,” und nach Be- 
seitigung aller Potenzsummen 4,,, 8,,,, 8;,,,--- auch noch von den iibrig 
bleibenden Potenzsummen die ersten n zu einem Fundamentalsystem ver- 
einigt werden kénnen. 

Ich will jetzt zeigen, daf, wenn man unter g irgendeine ganze 
positive Zahl versteht, welche die Bedingung 


(1) n>g>">" 

erfillt und sich aus den g +- 1 Potenzsummen 85419 Sg499 ++ +s Sag43 GANZ 
beliebig n — g Potenzsummen 8, Birr Bn, herausgegriffen denkt, not- 
wendig auch 8,, 8,.--, 8), 8, , 8,,+-+, 8, , em Fundamentalsystem bilden. 
(Zufolge (1) ist stets g++ 1 > m — g, und Gleichheit kann nur bestehen, wenn 


die zu nichts Neuem fiihrende Wahl g =*3' , vorausgesetzt, daB n unge- 
rade ist, getroffen wurde.) 

Zum Beweise ist es am einfachsten, von der Girardschen Formel 
auszugehen, durch welche die Potenzsummen in independenter Form als 
ganze rationale Funktionen der elementaren symmetrischen Funktionen 


dargestellt werden. Versteht man unter f; (A= 1, 2,...,) die elemen- 
5* 
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tare symmetrische Funktion 4-ter Dimension von z,,2,,...,%,, 30 be- 


steht die Girardsche Formel in dem Gleichungssystem 


a> 





| el ae . 
(2) s,=(—1)*4- D ) atmt - Las Mn f! fr ++ fre 
(Has Maso #,) By! Be? - ++! Bn 


(4=1,2,...), 
worin sich die Summation auf alle diejenigen Werte 
My> Mgr -- >> #, = 0,1, 2,... 
zu erstrecken hat, welche die Bedingung 
(3) My t+ 2ugt+...+ny,=A 
erfiillen. Die analogen Formeln, durch welche die elementaren symme- 


trischen Funktionen durch die ersten Potenzsummen ausgedriickt werden, 
lauten bekanntlich: 





—1)Mateet --- + 
4) f,=(—1) ( ait gv... git 
( . ( 2. Rae. intial or dilins . 
(A= 1,2,...,%), 
wobei iiber alle u,, u,,..., #= 0, 1,2,... summiert werden muB, fir 


welche uw, + 2u4,+...+Au=—A ist. 

Das Entscheidende ist nun, daB fiir alle A—g+1,9+2,...,2g+1 
die rechten Seiten von (2), wenn sie als ganze rationale Funktionen von 
fpnas fgaes +++ fe allein betrachtet werden, stets lineare Funktionen dieser 
Ausdriicke sein miissen. Gesetzt nimlich, es kimen in einem der Produkte 
ri” fy"... . fi mehrere Faktoren f;'e, fi'°,... vor, fiir welche g<o<o<... 
und uw,>0, u.>O0,... ist, oder, wenn dies nicht der Fall, doch ein 
Faktor f;'¢, der die Bedingungen g< 9, u,>1 erfiillt, so ware im ersten 
Falle ou, +ou,+...22g9+3 und im zweiten ou, >2g+2, in 
beiden Fallen also a fortiori u,-+ 2u,+...+nyu,>2g+1, was wegen 
(3) fiir alle 4—=g+1,9g+2,;...,2g+1 nie eintreten darf. Da wir 
nun die Werte 4=i,, 4,,...,4,-, den Zahlen g+1, 9+4-2,...,2g+1 
beliebig entnommen haben, so gehen die betreffenden Gleichungen (2), 
wenn man fiir /,, f,,.-.,f, die mach (4) zu bildenden ganzen rationalen 
Funktionen von 8,, 8,,..., 8, einsetzt, iiber in ein System von der Form 


(5) a; = Ci, fo+s + Ci; 2 fora + oot Ci; n-afat Cx n-o+1 

(¢=1, 2,...,n—g), 
worin die GréBen C in der angegebenen Weise von §8,, 8,,..., 8, ab- 
hingen. Trite dabei der Fall ein, daB die Determinante (n—g)-ten 


Grades |C,,,| verschwindet, so ergibe sich hieraus eine lineare Ab- 
(¢e=1,2, ...,.—g) ° 


hangigkeit zwischen den n—g Ausdriicken ,,—C; »-9+; (t=1, 2, ..., n—g) 
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mit Koeffizienten, die rational in ¢,,8,,...,8, sind, also eine Beziehung 
zwischen 8, 83, eres 855 8, 8, seers .. ae Mithin miiBte die Funktional- 
determinante 
(8,5 By, - + +> Sgr 8y,r Bur ++ By) 
@ (Sy, Bes »- +» Sa) 





identisch verschwinden und folglich auch die bis auf einen von Null ver- 
schiedenen numerischen Faktor mit ihr identische Determinante 


> 3, , 1 
2, 73) > Zz, 
-1 -1 -1 
Dae i a + , af 
4-1 dg~1 A.—1 
z,' x," , > z," 
1 -i A -1 
&,°~ > z*-9 > > z,°~9 








Nach den fiir Determinanten geltenden Grundbegriffen erhalt man 
aber, abgesehen von den Koeffizienten, die simtlichen n! Glieder von D, 
wenn man in 2{'.2,*.... a= das System a,,a,,...,@, alle aus den 
n Elementen 0, 1, ..., g9—1, 4,—1,..., 4,_,—-1 gebildeten Permu- 
tationen durchlaufen la8t. Da nun von diesen Elementen keine zwei 
einander gleich sind, also die auf die angegebene Weise aus z,, 2,, ..-, 2, 
gebildeten Terme simtlich voneinander verschieden sind, so miiBte 
wegen der Unabhangigkeit dieser GréBen das identische Verschwinden von D 
durch das Verschwinden samtlicher n! Koeffizienten bedingt sein, im 
Widerspruch zu der Tatsache, daB diese Koeffizienten bekanntlich alle 
den Wert +1 haben. Die Annahme, von der wir ausgingen, es sei 

| Ci, e| = 0, ist also auszuschlieBen, und diese Determinante hat somit 


(i, e=1,2,...8-¢ 
einen von Null verschiedenen Wert; folglich lassen sich die Gleichungen (5), 
d. h. die Gleichungen 


Cus fora t Ci; afg+at+ coe Cy, a-ha = 81;— Ci, n-941 (s=1,2,...,%—g) 


in bezug auf favas fgees--9 fy eindeutig auflésen, was unmittelbar zu 
einer Darstellung dieser Ausdriicke als rationale Funktionen von 4,, 
Bay ++ +5 89 8, 5 8, y+ +05 8 fiihrt. Da nun die analoge Aufgabe hinsicht- 


ee a f, schon darch (4) gelést wird, da also simtliche elemen- 
taren symmetrischen Funktionen von z,, z,,..., 2, rational durch ,, 
8y5 ++ +5 By By 5 By yee oy 8 darstellbar sind, so miissen diese Potenzsummen 


in der Tat, wie behauptet, ein Fundamentalsystem sein. 


(Eingegangen am 2. 7. 1920.) 











Ober relativ Galoissche Zahlkérper. 


Von 
Michael Bauer in Budapest. 


1, Es seien die Kérper G, und G, in einem Bereiche J" relativ 
Galoissche Kérper vom Grade n, und n,. Der zusammengesetzte Korper 
G = k(G,, G,) ist wieder ein relativ Galoisscher Kérper, sein Grad werde 
durch n bezeichnet. Es sei ferner p eine PrimgréBe von I und es sollen 
die folgenden Zerlegungen statthaben: in G, 


p= (pr py --- ps,)”, 


wo p; verschiedene Primideale vom Grade f, sind, in G, 


P= (pips --- pa)”, 
wo p;’ verschiedene Primideale vom Grade f, bedeuten, und endlich in G 


p= (PB, 8, --. ¥.)’, 
wo §, verschiedene Primideale vom Grade f bezeichnen. Es lassen sich 
folgende Siatze beweisen‘). 

I. Ist eine der Zahlen g,,g, z. B. g, = 1, dann wird: 

fh fe 
I~ ht)” 

II. Bezeichnen wir ein beliebiges der Primideale B, durch %*). Wenn 
die Tragheitsgruppe von § eine zyklische Gruppe ist, was in dem Falle 
(g;, p) = 1 (¢=1, 2) sicher eintritt*), wenn ferner (g,,g,) = 1 ausfallt, 
so wird: ° fies hi fe 

(fh, ’ fe) ‘ 


) Vgl. meine frihere Note: Uber zusammengesetzte Zahikérper. Math. Ann., 
77, 8. 357. Die Satze I—II behandle ich auf eine ganz andere Weise in der Note: 
Bemerkung iiber die Z tzung der Zahlkérper. Journal fiir Math. 150, 
8. 185—188. 

*) Die Behauptung der FuBnote *) 8S. 358 a. a. O., daB die Trigheitegruppe 
eine invariante Untergruppe der Kérpergruppe sei, stammt von H. Weber (Math. 
Ann., 67, 8. 43). Der Beweis ist jedoch unrichtig. 

*) Die Zahl p ist die rationale Primzahl, welche durch p teilbar ist. 
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III. Bekannterweise ist n=“ \"*, wo » den Relativgrad des gréSten 


gemeinsamen Kérpers von G, und G, bezeichnet. Wenn (%, ™) = 1 aus- 
fallt, dann bestehen die Relationen: 


on of —_ fhe a. 

g (91> 92)” (fis fe)’ . fo 

2. Nun sei G die Gruppe von G, die Kérper G,, G, sollen mu den 
Untergruppen G, , G, gehéren, welche relativ prime invariant: Untergruppen 
von & bilden. Die Zerlegungsgruppe bzw. Tragheitsgruppe von  sollen 


durch $ bzw. § bezeichnet werden. Die Gruppe © bildcé eine invariante 
Untergruppe von 9, die Gruppe © ist zyklisch. Die Ordnungen von 9, 
© sind fg bzw. g. Es bestehen die Relationen: 


(1) 9= 91%, f= i (6=1,2), 





wo die Zahlen a,, h, die Ordnungen der gréBten gemeinsamen Teiler der 
Gruppen mt 
(G;,,) bzw. (G,, 9) 
bedeuten. 
3. Wenn g, = 1 ausfallt, ist g = a,, infolgedessen bildet eine Unter- 
gruppe von &,. Daher ist 


(G,,9)=% 
eine Untergruppe von ©, die  enthalt. Betrachten wir die Gruppe 
(G,,9) = 8. 


Da dieselbe relativ prim gegen & ist und © eine invariante Unter- 
gruppe von © bildet, so wird bekanntlich die Gruppe § den gréBten ge- 
meinsamen Teiler der Gruppen 8H und AH =A bilden. Also sind die 
Gruppen: 


b 
2) = 
{ 9 
relativ prime Untergruppen der zyklischen Gruppe 2. Infolgedessen wer- 
den die Ordnungen der Gruppen (2), d.h. die Zahlen 


Roh Agi, 


oi, 


, = 8g: 
relativ prim gegeneinander ausfallen. Es wird daher‘) 
h, hy\ 





*) In unserem Falle ist iibrigens a,=1. 
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Da aus (1) 
f= hfs 


= (hy fe” 
T rat. ganz folgt, erhilt man 


ee &_ ih 
a Gah’ ay (fi, 7h 7 
womit I. bewiesen ist. 


4. Es sei die Trigheitsgruppe © eine zyklische Gruppe, welche durch 
die Elemente 








=i, 


C,C*,...,0°= 


gebildet wird. Wenn (g,,g,)= 1 asusfallt, dann erzeugen die Potenzen 
von CO” bzw. C™ eine syklische Untergruppe 9, bzw. §,, deren Ord- 
nungen gleich a, =g, bzw. a,=g, sind. Die Untergruppen 9,, 9, sind 
relativ prime invariante Untergruppen von 9, und folglich auch von 9, 
es bestehen noch die Relationen: 


= 9,9, = 9,9,, (G,, 9) =§,, (G,, 9) sh %.- 
Nun betrachten wir die Gruppen 
(G,,9)=a, (G,,9)=—8. 


Da G, und G, relativ prim ausfallen, so enthalten nach dem Vorigen 
die Gruppen & bzw. 8 die Untergruppe §, bzw. §,, sind aber relativ 
prim gegen 9, bzw. 9,. Aus der Theorie der endlichen Gruppen folgt, 
da8 die Gruppe 9 den gréBten gemeinsamen Teiler der Gruppen 


(4) %O,, 89, 
bildet. Der Komplex 
(4*) AO, ¥ BS, 


enthalt namlich ites verschiedene Elemente, wo d die Ordnung des 
gréBten gemeinsamen Teilers der Gruppen (4) ist. Infolgedessen wird 
d=>9,9,- Andererseits enthalt (4*) die Elemente von &B, enthilt also 
mindestens h,h, verschiedene Elemente, folglich ist d<g,g,, woraus 
unsere Behauptung folgt. Daher bilden die Gruppen 

a 8b. 

$° 9 

relativ prime Untergruppen der zyklischen Gruppe 
d.h. die Zahlen 


Ihre Ordnungen, 


o||e 
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sind relativ prim gegeneinander, Aus 


h, hy 
(3) (2, 2)=1 
folgt wieder 
f= fils 
(fisfe)’ 


womit II. bewiesen ist. 
5. Nehmen wir jetzt (* 


pen G, bzw. G, gleich © _—= iS bzw. — = — sind, 
(hy 


also 
(a,,@,)=1, Eth Wan 


ausfallen, woraus 








91. Ge —s 
(91> 92)’ f 


folgen. Damit ist III. bewiesen'). 


g= 


™) — =1 an. Da die i der Grup- 


6. Sei G der gréBte gemeinsame Kérper von G, und G,. 
lativgrad » soll gréfer als Eins ausfallen. Wenn die PrimgréBe p des 
Bereiches J” in G mehrfache Primfaktoren besitzt, so ist aus unseren Re- 
sultaten leicht ersichtlich, daB die Annahme (g,,g,) = 1 durch eine leich- 
tere Forderung ersetzt werden kann. Wir wollen darauf nicht weiter 


eingehen. 


sate : = fitihete 
*) Aus (1) und (hy, h,)=1 folgt fg = pt, 


(f, > fa Ge) - (hf, fe) (%>» 92)- 


(Eingegangen am 2. 9. 1920.) 








Uber die Differente eines algebraischen Zahlkérpers. 


Von 


Michael Bauer in Budapest. 


1, Es sei in einem algebraischen Zahlkérper K fiir die Primzahl p: 


p=p'q, (p,q)=1, 
wo p ein Primideal bedeutet und noch die Relationen 

g9=P'9', (p.9')= 
gelten. Ist die Differente des Kérpers genau durch p*-' teilbar, so hat man 
(1) vS(s+1)9. 

Diese zuerst von H. Hensel bewiesene Formel wurde in einer friiheren 
Note’) fiir Galoissche Kérper aus der Hilbertschen Theorie der Galois- 
schen Kérper abgeleitet. Ich will zeigen, da8 die Formel (1) auch im 
allgemeinen Falle aus den genannten Untersuchungen gefolgert werden 
kann, wenn man noch den Satz von Dedekind iiber die Zerlegung einer 
PrimgréBe in den Unterkérpern eines Galoisschen Kérpers benutzt*). 

2. Es sei G der Galoissche Kérper von K und § ein Primideal in G, 
welches p teilt. Da G in bezug auf K ein relativ Galoisscher Kérper 
ist, bestehen die Relationen: 

p=(p-.-), p=(p--.)”, p=p'a, (p,q)=1, 
woraus 
(2) g=ga 
folgt. Nach dem Satze von Dedekind hat ( 2) folgende Bedeutung. Es 
sei die Tragheitegruppe von f die Gruppe 9, der Tragheitskérper soll 

*) Bemerkungen iiber die Differente des algebraischen Zahlkérpers. Math. Ann. 
79, S. 321-822. Der dort gegebene Beweis la8t sich noch vereinfachen. Aus den Eigen- 
schaften der Tragheitsgruppe kann man direkt beweisen, da8 die Differente des Kér- 
pers G und die Relativdifferente in bezug auf & genau dieselbe Potenz von p ent- 


halten. (Vgl. den Punkt 8 a. a. 0.) 
*) Zur Theorie der Ideale. Géttinger Nachrichten 1894, S. 272—277. 
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durch H bezeichnet werden, der Kérper K gehére zur Untergruppe & der 
Galoisschen Kérpergruppe @. Dann ist g die Ordnung von © und a ist 
gleich der Ordnung des gréBten gemeinsamen Teilers von & und 9. Es 
besteht noch die folgende algebraische Tatsache. Ist 2 eine beliebige 
determinierende ganze Zahl von K, so geniigt sie nach Adjunktion von H 
einer irreduziblen Gleichung f(2)=0 vom g = “ten Grade*), wo die 
Koeffizienten von 


(3) f(z) = 29 +00" "+...+ic+ 4 
ganze Zahlen von H bilden. 


8. Nun betrachten wir den zusammengesetzten Kérper C = C(K, H). 
Die Differente von C ist nach Hilberts Untersuchungen gleich dem Pro- 
dukte der Relativdifferente von C in bezug auf H und der Differente 
von H. Der zweite Faktor ist relativ prim gegen , folglich enthalt die 
Differente von C genau dieselbe Potenz von § wie die Relativdifferente 
in bezug auf H‘). Daher ist die fragliche Potenz gewiS ein Teiler der 
Relativdifferente von 2. (Eventuell ist die Zahl 2 keine determinierende 
Zahl von C.) Wir kénnen annehmen, daB a genau durch p, also genau 
durch p* teilbar ist. Da die Koeffizienten der Gleichung (3) durch Po- 
tenzen von f teilbar sind, deren Grade Vielfache von 9 = ag bilden*), so 
enthalt jedes Glied der Summe 


(3*) f' (x) = gx + (g—1)ane-? +... +4 


eine andere Potenz von f, folglich enthalt f’(x), somit die Differente 
von C keine héhere Potenz als p*e9+s¢-», 


4. Die Differente von K enthalt genau die Potenz p*-', also ist sie 
genau durch p*~-"* teilbar. Da nach dem Satze iiber Relativkérper die 
Differente ein Teiler der Differente von C ist, ergibt sich 


(v—1)a< sag +a(g—1), 
folglich 


v—1<c(s+1)g—-1, 
womit (1) bewiesen ist. 


5. Es ist noch beweisbar, daB sowohl die Differente des Kérpers C, 
als die Relativdifferente der Zahl x genau durch f*-"* teilbar sind. Zu- 


*) Landsberg, Uber Reduktion von Gleichungen durch Adjunktion. Journal 
fir Math. 132, 8. 1—20. Die Grundprinzipien gehen auf Dedekind zuriick. 

*) Diese Tatsache ist auch direkt ableitbar. 

*) Im Tragheitskérper ist namlich p? = §*" ein Primideal. Wir rechnen auch die 
Zahl Null als ein Vielfaches. 
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nachst gehort der Kérper C zur gréBten gemeinsamen Untergruppe von 
® und ©. Bezeichnen wir dieselbe durch ) = (&, 9) und es sei: 


& =bdR, +dR,+..., 


wo die Elemente R,, R,,... die nach } inkongruenten Reprisentanten 
der Gruppe & darstellen. Ist w eine beliebige Zabl von C, so bekommt 
man die Relativkonjugierten in bezug auf K durch Anwendung der Sub- 
stitutionen R,, R, usw. Da einerseits die Komplexe DR,, DR,,... — 
ausgenommen )=)R, — relativ prim gegen 9 ausfallen, und anderer- 
seits C einen Oberkérper von H bildet, ist die Relativdifferente von C in 
bezug auf K relativ prim gegen f, folglich enthalt die Differente von C 
genau pe-ve, 

6. Die Relativdifferente von C in bezug auf H ist, wie aus 3. und 5. 
folgt, genau durch §®~"* teilbar. Eine beliebige ganze Zahl 2 des Kér- 
pers C hat die Gestalt: 


(4) Q—Cotett---+0-1% 
6 


g-1 





wo die Zahlen Q,, 0,, ..-; 0,-,, 0 ganze Zahlen des K6rpers H bilden und 
die Zahl o relativ prim gegen ist. Dies folgt daraus, daB p* — p* ein 
Primideal in H ist und die Zahl a genau p* enthilt. Aus (4) folgt aber, 
daB die Relativdifferente des Kérpers C in bezug auf H dieselbe Potenz 
von § enthalt wie die Relativdifferente der Zahl 2, was zu beweisen war. 


(Eingegangen am 2. 9. 1920.) 














Uber diophantische Approximationen. 
Von 


Oskar Perron in Heidelberg. 


Bekanntlich lassen sich n reelle Zahlen a, ...«, stets durch rationale 


Briiche mit gemeinsamem beliebig groBem Nenner g derart approximieren, 
daB 

P, 
(I) —% 


<—— 

qaV4 
ist, wie man am einfachsten mit einer beriihmten auf Dirichlet zuriick- 
gehenden Methode beweist'). Man kann nun fragen, ob noch bessere 


Approximationen méglich sind, ob an Stelle der Ungleichung (I) etwa die 
scharfere 


(II) 


a, 








P, 
q 


6 
<<. 
qV4 
treten darf, wo 5<1 ist. In der Tat hat Minkowski bewiesen*), daf 
hier der Wert 56 = =i zulassig ist. Fir » 1 hat Hurwitz gezeigt*), 
da8 man fiir 6 den Wert 5 nehmen darf, da8 aber kein kleinerer Wert 
mehr zulissig ist. Wahrend fiir nm =—1 die Frage damit zum Abschlu8 


gebracht ist, ist man fiir » >1 iiber das Minkowskische Resultat nicht 
hinausgekommen. Von keiner Zahl 6, die kleiner als =i ist, wei8 man, 








a, 


*) L. Kronecker, Die Periodensysteme von Funktionen reeller Variablen, 
Sitzungsberichte der Preu8. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1884, 8. 1071—-1080 
= Werke III 1, 8. 33—46. Vgl. auch des Verfassers Buch ,Irrationalzahlen“, Berlin 
V. W. V. 1921, § 37. 

*) H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, Leipzig 1896, S. 112. 

*) A. Hurwitz, Uber die angeniherte Darstellung der Irrationalzahlen durch 
rationale Briiche, Mathematische Annalen 89 (1891), S. 279—284. Vgl. auch des 
Verfassers Biicher ,Die Lehre von den Kettenbriichen“, Leipzig 1913, § 14 und ,Irra- 
tionalzahlen“, Berlin 1921, § 36. 
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ob sie zulassig oder nicht zulassig ist. Herr Borel hat lediglich bewiesen, 
daB die Ungleichung (I) nicht durch 








(III) 


ersetzt werden darf, wo s > -, und C selbst beliebig groB ist‘). Hiernach 
wire es immer noch méglich, daB in (II) sogar beliebig kleine 6 zulissig 
sind. Ich werde nun zeigen, daB das nicht der Fall ist. Wahrend aber 
Herr Borel lediglich aus mengentheoretischen Uberlegungen schlieBt, daB 
gewisse Zahlen a, vorhanden sein miissen, die den Ungleichungen (III) 
nicht geniigen, ohne da8 er wirklich solche Zahlen vorzeigen kann, werde 
ich in § 1] und § 2 tatsichlich Zahlen angeben, fiir welche die Ungleichungen 
(II) bei zu kleinem 4 nicht erfiillbar sind (und natiirlich erst recht nicht 
die Ungleichungen (III)). 

Auf der andern Seite kann man fiir n =1 auch Zahlen konstruieren, 
die sehr viel stérkere Approximationen gestatten, so daB auf der rechten 
Seite von (I) eine beliebig hohe Potenz von gq im Nenner stehen darf 
(Liouvillesche Zahlen); ich werde in § 3 analoge Zahlensysteme auch fiir 
n> 1 angeben. 


§ 1. 


@,, %,.--,@, seien ganze Zahlen eines reellen algebraischen K6rpers 
vom (nm +-1)-ten Grad, zwischen denen keine Relation der Form 


(i) > ka, —1=0 
r=1 


mit rationalen Koeffizienten k,,1 besteht, ohne daB alle k, (und folglich 
auch 1) verschwinden. §’...§™ seien die zu & konjugierten Kérper, 
und allgemein sei a die m a, konjugierte Zah] im Kérper RR”. Setzt 
man dann 


(2) D> |ar” — a | = op (u =1,2,..., 0), 
v=1 


(8) IT =, 
pol 
so ist offenbar oc > 0, und wir beweisen jetzt den 


*) E. Borel, Contribution 4 |’analyse arithmétique du continu, Journal de mathé- 
matiques pures et appliquées (5), 9 (1908), S. 329—375. 
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Satz 1. Die n Ungleichungen 


@ — =< 
4 








8 
qVa 
wo p,,q ganze rationale Zahlen bedeuten (q >), kénnen nicht fiir be- 
liebig groBe q bestehen, wenn 6 < a ist. 


Sind p,,g ganze Zahlen von der in dem Satz verlangten Art, so 
findet man durch die schon erwahnte Dirichletsche Methode’) leicht, da8 


die Gleichung 
n 
p> kp, —lq= 
v=1 


durch ganze rationale Zahlen k,,1, die nicht alle verschwinden, befriedigt 
werden kann, wobei | k,| < Vq ist. Dann ergibt sich: 


Px a, -=|5 ye k, («, -*)|< SV reed 
v=1 
wobei wir bemerken, daB die linke Seite nach unseren Voraussetzungen 


iiber die Zahlen «, gewiB nicht verschwindet. Weiter erhalt man fir 
p=1,2,....8 


| Shel? 1] =| Sa ce —«) + (Sew —i)| 


y | (#) né _ + we 
< Sale — alt= Valen + 5). 
Aus den beiden letzten Ungleichungen folgt: 


Pio: II | See’ | <n TT (e+ 





#=1 v=1 =1 


=A} 

Hier steht aber auf der linken Seite der absolute Betrag der Norm 
einer nicht verschwindenden ganzen algebraischen Zahl, also eine ganze 
rationale Zahl, die mindestens gleich 1 ist. Daher wird 


.ae no (ee > i) 
qV9 


#=1 





®) G. Lejeune Dirichlet, Verallgemeinerung eines Satzes aus der Lehre von den 
Kettenbriichen nebst einigen Anwendungen auf die Theorie der Zahlen, Sitzungs- 
berichte der PreuB. Akademie der Wirsenschaften zu Berlin 1842, 8. 98—95 = Werke I, 
8. 635—638. 
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und wenn g beliebig groB sein kann, so folgt hieraus: 


n 
isnéd]] 0, =ndo, 
al 
also >. W.z. b. w. 
wo 
Ist speziell n=1, und «, VD, 80 ist c=, =2VD; also 3 > 5: 
Nun ist, wenn man VD in einen regelmaBigen Kettenbruch entwickelt, 
mit der in meinem Buch (Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig 1913) 
gebrauchten Bezeichnung 


1 1 1 
~ By (By &r+1 + By-1) = &e41 By * bv+1 Be 





= Ay 
|vD -$ 





Die Ungleichung ‘2am lehrt daher, daB von einem gewissen » an 
b.41 <2VD ist*). Die Teilnenner des Kettenbruches sind also beschrankt. 
Das ist natiirlich nichts Neues, sondern in dem viel mehr sagenden Satz 
enthalten, daB der Kettenbruch periodisch ist. Wahrend man aber zu 
der Periodizitét im Fall n >1 kein Analogon hat, ist zu der weniger tief 
greifenden Tatsache, daB die Teilnenner beschrankt sind, in Satz 1 immerhin 
ein bemerkenswertes Analogon zu sehen. 


§ 2. 
Wir wahlen jetzt als Beispiel die Zahlen 


a+1,— 

a, = V2” (y=1,2,...,m), 
die offenbar unsere Voraussetzung, da keine Relation der Form (1) be- 
steht, erfiillen; denn die Gleichung 2*t!'—2=0 ist ja nach dem 
Eisensteinschen Kriterium irreduzibel. Die konjugierten Zahlen sind hier 





ati— 2%«tny,r 
aw) — ( Ven ) 


*) Andernfalls wire namlich unendlich oft b,41>2yYD, und weil 6,41 ganz- 
zahlig ist, auch es 
bv+12>[2y¥D} +1, 
wo durch die eckige Klammer die gréBte ganze Zahl bezeichnet ist; daher 
= Ay 1 1 
D-=-|<—————__ =: 
lv B,| ~(2y¥D)]+1 By 


1 1 
Somit wire 6 = —————— zulissig, was der Ungleichung 6 > ——— widerspricht. 
{(2yD}+1 ° adits 2yD 





: 
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Daher ist 


ati-- 2%7tnr atl ath 
ja — a,| = V2" lest —1| = 2VQ"| sin=t2| < 2V2", 


nl) 


Folglich 
* ntl — 9 
mage <agicy 


oI e< (x2) 


Aus Satz 1 folgt also 


Satz 2. Hes gibt Systeme von n Zahlen «,...«,, fiir welche die 
gleichzeitigen diophantischen A pproximationen 


a+1— 
a — Bic 3( SE) : (y= 1,2,...,%) 
, Pier =e ava 
nicht bei beliebig groBem q médglich sind. Insbesondere ist «, = Vr ein 
solches System. 

Um fiir 6 eine méglichst giinstige, d.h. groBe untere Schranke zu 
erhalten, muS man versuchen, einen Kérper & und ganze Zahlen «a, in 
ihm ausfindig zu machen, fiir welche o méglichst klein ausfallt. Fir 
aa + l+y iS 











n=1 wahlen wir «, = ; dann ist 


| , | }1—y5 1+ 5 | ry 
C=O, =|¢,— €,|= jt=v5 _ tN | vs. 


Daraus folgt: 56> x Nach dem in der Einleitung erwahnten Hurwitz- 
schen Satz ist das bereits die héchstzulissige untere Schranke. 
Fiir n = 2 sei «, die positive Wurzel der Gleichung 
z*+2—1=0, 

und «, =a}. Die konjugierten Kérper sind imaginar, und man erhilt: 
as — a, | + | as? — a3!) (| ay’ — a, | + | af’? — a? |) 

1 — @|+]oy" — @,|-(1+ |e; +a,|)(1+|a’+4,|). 

Da aber «,, aj, aj’ die Wurzeln der obigen kubischen Gleichung sind, 


so ist 
(aj — a,) (a)’ —a,)= ajay’ —(e[+«/’)a,+ a? 
= + —(—«G)a,+a3= 14 203 =3ef +1; 
1 1 
6 


Mathematische Annalen. 83. 














Q. Perron, 


82 
ferner sind «{ und a,’ konjugiert komplex, also 


jay +a, | =a" |=|ay|=Vleya,| = 


. 3 
ve, 


Daher 
1 
=(Sa?+1)(1 +z). 
Die Ausrechnung ergibt: 
«, = 0,68233 — , 
1 


Das ist eine weit bessere untere Schranke fiir 5 als die aus der Wahl 
¢= v2, «= V4 hervorgehende. Man erhilt so 

Satz 3. Es gibt Zahlenpaare «,, «,, ftir welche die gleichzeitigen 
diophantischen Approximationen 
a, — | < 0,04060 | _ Pal — 0,04269 

q avq q avq 
nicht bei beliebig groBem q médglich sind. Ein solches Zahlenpaar hat 


man beispielsweise, wenn man fiir a, die positive Wurzel der Gleichung 
z*+2—1=0 wdhlt und «, =a? aims. 


Fiir n = 8 erhalt man ein verhaltnismaBig giinstiges Resultat, wenn man 


5-1 
4 -V ’ at, = a?, tt, = a 
setzt. Eine leichte Rechnung ergibt dann 


o=(1+V2+V5)'V10+2V6, 


1 
: 0,00383 +. 


Pi 

















Daraus folgt sogleich 

Satz 4. Es gibt Zahlentripel «,, «,, «,, fiir welche die gleichzeitigen 
diophantischen Approzimationen | 
0,003 83 

















| 2 (» =1, 2, 8) 
q qVq | 
nicht bei beliebig groBem q méglich sind. Beispicleweise ist 
5-1 5—1 5—1 5-1 
a-V aS. a - SVS 


ein derartiges Tripel. 
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§ 8. 

Haben wir bisher Zahlen konstruiert, die schon verhaltnismaBig ge- 
ringe Approximationen nicht mehr gestatten, so wollen wir jetzt im 
Gegenteil auch Zahlen angeben, bei denen ganz beliebig starke Approxi- 
mationen méglich sind. Sei g(q) eine Funktion, die mit g beliebig rasch 
ins Unendliche wichst; dann wollen wir zeigen, da8 die diophantischen 
Approximationen 

P, 1 


(4) |< a@ 
bei geeigneter Wahl der n Zahlen «, fiir beliebig groBe g méglich sind. 
Dabei werden wir verlangen, daf die Zahlen «a, keiner Relation der 
Form (1) geniigen. Denn wenn man solche Relationen zulieBe, so wire 
die Angabe derartiger Zahlen trivial; man hatte nur nétig, simtliche «, 
gleich ein und derselben geeigneten Liouvilleschen Zahl zu wahlen. 

Wir setzen nun 





Ge 





(y= 1,2,...,%) 


5 = >» — 
(5) Oe 


A 





(w= 1,2,...,%), 


wobei die g, positive ganze Zahlen sind, die mit 4 monoton, und zwar so 
rasch wachsen, daB sie den Ungleichungen geniigen: 


(6) 9143 > H+ n**! H(9, 9, ---9;) (4=1,2,3,...). 
Setzt man 
9:92,---9,=%,; 
rt Pon 
ini & q. 


so sind auch die q, und P,,, anze Zahlen, und man hat: 


@ 2 
Py. v4 n* ntti 1 


a 
y a 


ae sont Up Ipae Gu (Gusi-—™) ~ PCG)’ 











letzteres wegen (6). Damit ist die behauptete Approximation nachgewiesen, 
und wir miissen nur noch zeigen, da8 eine Relation der Form (1) mit 
ganzen rationalen &,,/ nicht bestehen kann, auBer wenn alle &k, ver- 
schwinden. 

Angenommen, es bestehe eine solche Relation. Dann ist 


0=4,(S&e—1)— Sb (2,,+.5)%") — 4 


=p+l 


n eo 
ky +hq2*+...+k, n+ 
= > k,p,,-4,!+> _. 
v=1 





janet uta Iutae % 
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Hiernach ist die letzte hier auftretende Summe gleich einer ganzen Zahl, 
und da sie fiir geniigend groBe yu offenbar absolut beliebig klein wird, 
mu8 sie Null sein; also: 


ov ky +h, 24+...+h, 04 


j=p+l Guta Inte 9% 


(7) 0 





fiir alle hinreichend groBen ». Ersetzt man m« durch «+1, so ist dann 
auch 


(8) 





SY ky thy 24+... +hynt 


d= w+? In+2In+s hae 


0. 
Subtrahiert man nun die Gleichung (8) von (7), nachdem man letztere 
mit g,,, multipliziert hat, so folgt: 

k,+ i +...+ "a. = () 


fiir alle hinreichend groBen uu. Setzt man hier n aufeinanderfolgende 
Zahlen fiir « ein, so entstehen n lineare Gleichungen mit nicht ver- 
schwindender Determinante, woraus folgt, daB alle k, = 0 sind. W. z. b. w. 


(Eingegangen am 4. 11. 1920.) 

























Verallgemeinerungen des Waring-Hilbertschen Satzes*). 
Von 


E. Kamke in Hagen i. W. 


Dem Andenken an meinen Freund 
Dr. Detlef Cauer, 
gefallen am Kemmel-Berg 26. 4.1918. 


Einleitung. 
Unter dem Waring-Hilbertschen Satz wird folgender von Waring’) 
behauptete und von Herrn Hilbert*) erstmalig bewiesene Satz verstanden: 
Zu jeder positiven ganzen Zahl n gibt es eine positive ganze Zahl N 
von der Art, daB jede ganze Zahl Z=>0 in N n-te Potenzen ganzer 
Zahlen x, > 0 zerfallbar ist; d.h. daB fiir iedes ganze Z > 0 die Gleichung 


N 
Z = >) 2% 
x=l1 
in ganzen Zahlen x, > 0 lésbar ist. 


Ebenfalls von Waring*) ist noch eine weitergehende Behauptung auf- 
gestellt. Sie lautet etwa‘) folgendermaBen: 


*) Diese Abhandlung ist von der Philosoph. Fakultaét der Universitat Géttingen 
1919 als Doktor-Dissertation angenommen. 

1) Waring, Meditetiones algebraicae, 3. Aufl., Cambridge (1782), S. 349. 

*) Nachrichten v. d. Kgl. Gesellschaft d. Wissenschaften zu Gottingen, Mathem.- 
physik. Klasse, 1909, S.17—86; sowie Math. Ann. 67 (1909), S. 281—300. — Fiir 
andere Beweisanordnungen und Vereinfachungen siehe Hausdorff, Math. Ann., 67 (1909), 
8. 301—3805; Stridsberg, Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, 6 (1911), Nr. 32 
und 39, sowie Math. Ann., 72 (1912), S. 145—152; Remak, Math. Ann., 72 (1912), 
8. 153—156; Frobenius, Sitzungsberichte d. Kgl. Preu8. Akademie d. Wissenschaften, 
Berlin, 1912, 8S. 666—670; E. Schmidt, Math. Ann. 74 (1918), S. 271-274. Ein 
ganzlich anderer Beweis mit viel weiter reichendem Ergebnis ist kiirzlich skizziert 
von den Herren Hardy und Littlewood in The Quarterly Journal of Pure and Applied 
Mathematics 48 (1919), Nr. 191 und inzwischen erschienen in den Nachrichten der 
Kgl. Gesellschaft d. Wissenschaften zu Géttingen, Mathem.-physik. Klasse, 1920, 8. 88—54. 

5) A. a. O., 8. 350. 

*) Eine prazise Formulierung der Behauptung ist bei Waring nicht vorhanden. 
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Es sei 


f(z) = D/a,2" (n > 2) 
v=0 
ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten a, und mit a, >0, ferner 
sei f(x)>0 fiir jede ganze Zahl x>0; dann gibt es eine ganze Zahl 
N>0O und zu jeder ganzen Zahl Z>0 solche ganzen Zahlen N'>0, 
N">0, 2,>0, ..., ty >0, dap 


N’+N"<N 
und + = 


N 
Z= D' t(2.) +N" 
a= 


ist’); d.h. jede ganze Zahl Z > 0 ist unter Hinzunahme einer beschrankten 
Anzahl von Einheiten in eine beschrdnkte Anzahl der Polynomwerte 
zerfallbar. 

Diese Behauptung mag nach dem Vorbild von Herrn Maillet*) in- 
sofern etwas erweitert werden, als fiir die Koeffizienten a, auch solche 
rationalen (statt ganzer) Zahlen zugelassen werden sollen, fiir die f(z) 
fiir jedes ganze z eine ganze Zahl ergibt (z. B. f(z) = }2*+ 32). 

Bewiesen ist die Behauptung bisher nur fir n<5 durch Herrn 
Maillet (a.a.0.). In dieser Arbeit soll sie allgemein bewiesen werden. 
Der Beweis wird sich ganz wesentlich auf eine andersartige Verallge- 
meinerung des Waring-Hilbertschen Satzes stiitzen, welche die simul- 
tane Zerfallung von Zahlen betrifft. 

Es besteht folgender Satz: 


Je zwei positive ganze Zahlen k,l, welche die Bedingungen 
(1) k =1(mod 2), 


s : 
(2) 7s1s5" 
erfiillen, sind simultan in 5 erste bzw. zweite Potenzen zerfdlibar; d. h. 


es gibt 5 ganze Zahlen xz, >0, so daB zugleich 
k=2,+...+42%,, 
l=2?+...+23 


*) Fir N’=0 bedeute die Summe den Wert 0. 

*) Journal de mathématiques pures et appliquées (5) 2 (1896), 8. 363—380. 
Maillet beweist tatsichlich etwas mehr als oben angegeben. Er fordert nimlich nur, 
daB f(a) >0 fiir alle hinreichend grofen x ist (dieser Wortlaut geht jedoch auch 
aus dem des Textes unmittelbar hervor), und gibt eine nur von » abhingende obere 
Schranke fiir N’ explizite an; jedoch alles nur fir » < 5. 
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Der Satz ist in einem von Cauchy’) bewiesenen Satz iiber die simul- 
tane Zerfallbarkeit in 4 erste bzw. zweite Potenzen enthalten und sei, da er 
die Grundlage der folgenden Beweise bildet, hier nochmals, etwas unmittel- 
barer, bewiesen. Zunichst wird nach Cauchy gezeigt, daB je zwei positive 
ungerade Zahlen, die der Bedingung 


(3) +<ts> 


geniigen, in 4 erste bzw. zweite Potenzen simultan zerfallbar sind. In 
der Tat besteht bei ungeradem k, 1 die Kongruenz 41 — k* = 3 (mod 8); 
folglich gibt es ganze Zahlen z, y,z, tiber deren Vorzeichen noch verfiigt 
werden kann, und fiir die 4/—k*=—2*+y*+2* ist. Da k,z,y,2 
simtlich ungerade sind, ist einer der beiden Briiche }(k-+2-+ y+ 32) 
und }(k—2z—y-—z) in Wirklichkeit eine ganze Zahl. Wir verfiigen 
iiber die Vorzeichen von z, y,z so, daB der erste Bruch die ganze Zahl 
liefert. Dann sind 


a(k+z+y+z2), jf(k+z—-—y—2), 
i(k—2+y—32), i(k —2z—y+2) 
simtlich ganz und, da nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 
wegen (3) 


lel +|y|+|2| << V3 V2? + y*+ 2? = V3(41— B®) < V4k*— Sh*t =k 


ist, simtlich > 0. Die Summe dieser 4 Zahlen ist aber k und die Summe 
ihrer Quadrate ist 1. Damit ist die Zerfillung in 4 erste und zweite 
Potenzen bewiesen, aber zugleich auch der angefiihrte Satz iiber die Zer- 
fallung in 5 erste und zweite Potenzen. Denn wegen (1) sind & und / 
entweder beide ungerade oder beide gerade. Im ersten Fall sind, da mit 
(2) auch (3) erfiillt ist, & und J in 4, also, da man 0 bzw. 0° additiv 
hinzufiigen kann, auch in 5 erste und zweite Potenzen simultan zerfallbar. 
Im zweiten Fall sind k — 1 und J — 1 ungerade. Da auf Grund von (2) die 
Ungleichung (3) mit k—1, 1—1 statt k,1 erfiillt ist, sind k—1 und 
1—1 in 4 erste und zweite Potenzen simultan zerfallbar: 


k—l=2,+2,+4%,+2,, %%—-l=23?+2}3+ 23+ 2, 








also 
k=2,+2,+2,+2,+1, l= 2?+ 23+23+2}3+1', 
womit alles bewiesen ist. 
) Mémoires de la classe des sciences mathématiques et physiques de |’Institut 


de France 14 (1813— 1815), 8S. 177—220; oder CEuvres complétes d’Augustin Cauchy 
(2) 6 (1887), S. 8320—3538. 
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Von Le Besgue*) riihrt die Bemerkung her, daB fiir jede ganze Zahl 
Z>0 die Zahlen 6Z und 6Z* simultan in 12 Quadrate und Biquadrate 
zerfallbar sind: 

6Z =—2z}+23+...+ 23, 
6Z* = z$ + 2$+...+ 2%. 

Herr Hilbert hat vor rund 10 Jahren in einem Seminar allgemein 
die Frage nach der simultanen Zerfallung von Zahlen in Potenzen ganzer 
Zahlen aufgeworfen; d. h. unter welchen méglichst geringen Einschrin- 
kungen fiir die zu zerfaillenden Zahlen J, gibt es zu einer gegebenen ganzen 
Zahl n > 2 eine positive ganze Zahl N = N(n) von der Art, daB fiir je 
m positive ganze Zahlen /,,...,1,, welche jenen Einschrinkungen unter- 
liegen, die Gleichungen 7 

b, = b Mes 
x=il 


N 
(4) b= Da, 


N 
l= > 22 
x=t 


sich simultan durch ganze Zahlen x, > 0 lésen lassen? 





Zwei Arten von notwendigen Einschrankungen sind leicht anzugeben: 
a) Bei den Bedingungen 
Z,+2,+...+2,=—l und 24,20,...,2%720 
und unter Zulassung beliebiger reeller Werte fiir die z, innerhalu dieser 
Bedingungen ist 


I 
ae der kleinste, J; der gréBte Wert, 





den die Form z7 + 23+ ...-+-zj annehmen kann. Die |, miissen also 
Ungleichungen von der Gestalt 


LW<h<J3 (» = 2, 8,..., 2) 


erfiillen, wobei die 4,, J, gewisse positive Zahlen (0 < 4, < J,) sind. 
b) AuBerdem miissen noch gewisse Kongruenzbedingungen erfiillt sein. 
Denn fiir jede Primzahl p und jede nicht durch p teilbare ganze Zahl x ist 


z?-!=1(modp), 


*) Le Besgue, Exercices d’analyse numérique, Paris (1859), S. 112 ff. 
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also, falls iiberdies p—1 ein Teiler von » — 1 ist, 
*-1 *-1 


2-1 = (x-1)?-! =19-'~4 (mod p), 
mithin fiir jedes ganze z 


*=2(modp). 
Es mu8 daher’), damit eine Darstellung (4) méglich ist, 
(5) l, = 1, (mod p) (»=2,3,...,%) 


fiir jede Primzahl p sein, fiir die p—1 in » —1 aufgeht. Diese Be- 
dingungen (5) sind z. B. erfiillt, wenn jedes J, durch jede dieser Prim- 
zahlen p teilbar ist. Es liegt daher nuhe, bei der simultanen Zerfallung 
von Zahlen in Potenzen sich auf solche Zahlen 1, zu beschriinken, die durch 
bestimmte Zahlen teilbar sind. 

Durch a) und b) ist gezeigt, von welcher Art ein Satz iiber simul- 
tane Zerfillung in Potenzen etwa sein kann. In Abschnitt I wird nun 
bewiesen werden: 

Fiir jede ganze Zahl n > 2 gibt es eine ganze Zahl N= N(n)>0, 
eine ganze Zahl A > 0 und positive Zahlen i, und i,, J,: 


0<t,<Jd, (» =, 3,...,%) 
von der Art, daf fiir je n durch A teilbare ganze Zahlen l,, l,, ..., l,, 
welche die Ungleichungen 
L>i; th << Jk (» = 2, 3,..., m) 
erfiillen, die n Gleichungen 


N 


L= >'2! (y=1,2,...,%) 


x=1 


simultan durch ganze Zahlen x, > 0 losbar sind. 


Dieser Satz wird im folgenden als Kernsatz bezeichnet. Sein Beweis 
gelingt ohne Benutzung des Waring-Hilbertschen Satzes, liefert diesen 
aber offenbar mit. Mit Hilfe des Kernsatzes wird in Abschnitt II dann 
der auf 8.2 oben formulierte Satz bewiesen. 


I. 
Der Kernsatz iiber simultane Zerfillung. 


Dem Beweise des Kernsatzes werden zwei Hilfssitze vorausgeschickt. 
Der erste von diesen liefert ein System von n Identitéten 2., 4.,..., 2m-ten 
Grades statt der einen Identitét 2n-ten Grades in Hilberts Beweis der 


®) Dieses sind jedoch nicht die einzigen notwendigen Kongruenzbedingungen. 
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Waringschen Behauptung. Ahnlich wie bei Hilberts Beweis auf Grund 
der dort abgeleiteten Identitét von der Zerfallung in n-te Potenzen auf 
die Zerfillung in 2n-te geschlossen wird, ist hier aus dem Syetem der 
n Identitaéten von der simultanen Zerfillung in 1., ..., m-te Potenzen ein 
Schlu8 auf die simultane Zerfillung in 2.,4.,...,2n-te Potenzen még- 
lich. — Der zweite Hilfssatz wird in dem Hauptbeweise mehrfach (zuerst 
auf 8. 17) verwendet und daher hier gesondert bewiesen. Durch ihn wird 
es erméglicht, bei dem Schlu8 von einer simultanen Zerfallung in 1., . .., n-te 
Potenzen auf eine simultane Zerfillung bis zur 2n-ten Potenz auch die 
ungeraden Exponenten mitzuerfassen. 

Hilfssatz 1. He sei n eine ganze Zahl >2; dann gibt es dazu 
Zahlen 


E. Kamke. 


N ganz, > 0; 

A,, A,,-.-, A, ganz, > 0; 

f, ganz, >0 (x=—1, 2,..., W); 

@,, ganz (x =1, 2,..., N; 4=1, 2, 3, 4) 


von der Art, daB folgende n Identitaten in x,, ..., x, mit denselben Zahlen 
N, t., @., bestehen: 


N 
A,(2}+ 23+ as + a3)’ =)’ r, (Qn 1%y + Gxo%q + Ox3%3 + Qx4%)” 
a=1 
(» = 1, 2, ..., 2). 


Beweis*): Nach Hilbert ™*) gibt es fiir jedes ganze n > 2 eine ganze 
Zahl N>0, rationale Zahlen s,>0 (x=—1,...,N) und ganze Zahlen 
b., (x =1,..., NW; 4=1,...,5), unter denen alle b,,+ 0 sind, von der 
Art, daB identisch in z,, ..., 2, 


y 
(a+... + a2)" = Dd" 9, (bert, +... + besa) 
a=1 
b 
ist. Wird hierin z, =z, 8, b25 = t,, __ gesetzt, so entsteht die 


‘ b 
Identitat - 


%) Dieser Beweis ist eine Abkiirzung meines urspriinglichen langeren Beweises 
auf Grund von Bemerkungen, die ich den Herren Landau und Neder verdanke. 

1) Math. Ann. 67, (1909), S. 283, Satz Il; zwar ergibt sich aus dem Wort- 
laut dieses Satzes bei Hilbert noch nicht, daB in den Linearformen rechts die Koeffi- 
zienten einer der Veranderlichen, etwa von z,, simtlich + 0 gewahlt werden kiénnen; 
doch wird diéses spiter (8S. 290) ebenfalls bewiesen. Wohl den einfachsten Beweis 
fir die im Text verwendete Identitaét ergibt die Abhandlung von Hausdorff in den 
Math. Ann. 67 (1909), S. 8301—305, wenn in dieser auf 8. 304, 3. Zeile, vor ,sind“ 
die Worte ,und iiberdies + 0“ eingefiigt werden. Es werden dann sogar alle b, , + 0. 
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N 
(w?+...+ 23+ w*)" = Sty (Cus tit... + Crate t+ z)®, 


in der die t, rationale Zahlen > 0 und die ¢c,, rationale Zahlen sind. 
Diese Identitét werde nun (fiir 4 =1, 2,...,%—1) 2m-mal nach z 
differenziert, und dann werde z= 0 gesetzt. Da 


[feet er] = (SS | = (emer 





=0 c= 
ist, ergeben sich so (es ist a= 23+ ...-+-23 zu setzen) zusammen mit 
der urspriinglichen folgende n Identitéten mit denselben ¢, und c¢,;: 


(*) (Qu)i(ap+... +23)" atin 3 Ou Sy-+ o-- + Ong ®)**™ 


(u=0,1,...,—1). 


Es bezeichne C den Hauptnenner aller c,, und 7 den Hauptnenner aller 
t,-(2n)!. Wird ¢,,-C =a,,, t,-(2n)!-T =r, gesetzt, so sind a,, ganze 
Zahlen, r, ganze Zahlen > 0, und die Identitaéten gehen iiber in 


(2n—2y)! (*) (2)! TO" (a2 4... + ath 
N 
=D’ r, (Qui %+... + Gug%)** (uw =0,1,..., m—1). 


a=i 
Setzt man hierin endlich » = n — vw, A, = (27)! ie (2n — 2»)!710"", 
so erhilt man die behaupteten Identitaten. 

Hilfssatz 2. Hs sei « eine ganze Zahl >1, und es seien die 
Zahlen 0 < g < G gegeben. Dann gibt es zu diesen Zahlen t, 9, G Zahlen 
(1) O0<f<F; 0<f’<F’; Y,>0, 
so daf fiir jedes ganze Y > Y, und je zwei ganze Zahlen u, v aus den 
Intervallen fy" eye Fy", 

ro geeaen 
die Gleichungen 
u=Yr+(¥+1)8+2Y8, 
vo=r+s+t 
simultan durch ganze Zahlen r,8,t aus den Intervallen 
gY¥*"*<r<GyY", 
g(¥+1)"<s<G(¥+1)", 
g(2Y¥)"*<t<G(2Y)" 


lésbar sind. 
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Beweis: Es gibt zu t,g, @ eine Zahl y (0 < y <1), fiir die 
g+4°G@<G+4'Gy 
ist. Es werde 
«=3(9+ @) 
gesetzt. Dann ist 


O<gt+a+4°G<G+a+4'Gy; 
mithin gibt es eine Zahl t'=f'(t,9g,@)>0, so daB 
gt+a+4G<f'<G+eaeit'Gy 
ist. Ferner gibt es eine Zahl F’ = F’(t,g, @), so daB 
f’' < FP’ <Min(G+«+4'Gy, f'+4°"G(1— )) 

ist. Es werde weiter 

f=4'Gy+Min(G+a«+4'Gy, f'+4°'G(1—y,)), 

F=f'+@(4'—1+7) 
gesetzt. Dann sind auch f, F allein durch 1,9, G@ festgelegt, und es ist 

F—f2f'+@(4°—1+y7)—4@y—f'—4°"“G(1- 7) 
= G(1— y)(4°5—4°"*—1)>0. 
Die Zahlen f, F, f’, F’ erfiillen mithin die Ungleichungen unter (1). 

Es wird behauptet, daB sie auch die anderen im Hilfssatz angegebenen 
Eigenschaften haben. Fiir den Beweis wird auf folgende aus dem Obigen 
sich ergebende Ungleichungen hingewiesen: 

F —f'=G(4°—1+7)<4'G; 

f—F’>4'Gy; 

2F’—f—a=—F —a-—(f—F')<G+4'Gy—4°Gy=G; 

of'— F—a=f'—a—(F—f')>g+4G-4'G=g. 

Es mége nun eine ganze Zahl s so gewahit werden, da8 
s=u(mod¥) und « ¥*<s<a¥*+Y 

ist. Wegen « = i(g-+ @) liegt diese Zahl ¢ fiir alle hinreichend groBen Y 
(die Schranke, die Y iiberschreiten mu8, hingt nur von 1, g, @ ab) sicher 
in dem vorgeschriebenen Intervall. Es werde 


7 = 9 


gesetzt. Dann ist ¢ ganz und 
t> fy" —ay**"*—1— F’Y*'=(f— F’)Y¥**+0(¥"")") 
> 4'Gy¥* + 0(¥") > {(4"—1)4@ +9} ¥*"*+0(¥"') 
= 4'g¥**+ (4°—1)(@—g) ¥*"+ 0(¥"') >g(2¥)" 


*) Es bezeichne o (Y”) eine Funktion, die, durch Y™ dividiert, fiir Y-—+ oo den 
Limes 0 hat. 
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fiir alle hinreichend groBen Y. Ferner ist 
t<FY"-—/f'y"<4'Gy"=G(2Y)"; 

¢ liegt also fiir alle hinreichend groBen Y ebenfalls in dem vorgeschriebenen 


Intervall, und es ist 


= Yt+Yv. 
Endlich werde cident x 
u Y-1 
P=me—-s—t=S0—- y—6-_— 
gesetzt. Dann ist 
v=r+e-+t, 
u=Yr+(¥+1)s8+2Yt, 
und auch r liegt fiir alle groBen Y in dem vorgeschriebenen Intervall; 
denn es ist 
r>2f’y*'— FY*—aYy"—Y=(2f’— F—«)¥"—Y>gY" 
fiir alle groBen Y; und 
r<2PF’Y"—fy™"—aY"+eY""41=(2F'—f—a)¥"+aY" "+1 
<@y*™ 
fiir alle groBen Y. 


Nunmehr wenden wir uns dem Beweis des Kernsatzes (S.5) zu. 
Dieser Satz kann auch folgendermaBen formuliert werden: 

Zu jeder ganzen Zahl n > 2 gibt es eine ganze Zahl N = N(n) > 0, 
n positive ganze Zahlen A,,..., A, und reelle Zahlen k, und k,, K,: 


O<k=< K, (» = 2,3, ..., #) 
von der Art, daf fiir je n ganze Zahlen l,, ..., 1,, welche die Ungleichungen 
(2) L>k; BUY <L< EE (» = 2, ..., #) 
erfiillen, die n Gleichungen 

x 
1 ’ 
(3) b= 7de (» =1,...,”) 


simultan durch ganze Zahlen x, > 0 ldsbar sind. 
Da8 dieser Satz aus dem zuerst formulierten (S. 5) folgt, ist klar 
(man setze in dem eben formulierten Satz A,=...—=A,=A, k= 7 


und k,= i, A’*, K,=J,A”™* fiir »=2,...,m; dann sind die J, der 
ersten Fassung die A,l, der zweiten Fassung). Da8 aber auch aus diesem 
Satz der zuerst formulierte folgt, laBt sich so einsehen: Dieser zweite 
Satz sagt aus, daB fiir je m ganze Zahlen /,,...,1,, welche die Un- 
gleichungen (2) erfiillen, die Zahlen A,l,,...,A,1, simultan in 
N 1-te,..., m-te Potenzen zerfallbar sind; d. h. je n bzw. durch A,, ..., A 
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teilbare ganze Zahlen 4,,...,4, sind simultan in W 1-te,...,n-te Po- 
tenzen zerfallbar, wenn 


k, A, , K,A, * 
(4) 4, > A,&,; ——-4<4,<— A (» = 2,...,%) 
A 4; 


ist. Daher sind erst recht je n durch A = A,A,:--A, teilbare ganze 
Zahlen 4,,..., 4, simultan in NW 1-te, ..., n-te Potenzen zerfallbar, wenn 
diese 4, die Ungleichungen (4) erfiillen. Das ist ~ der erste Satz mit 4, 








E,A 
statt 1, und mit i,— A, k, We Ses ee eee: -)”. 
Der Beweis wird fiir den Kernsatz in der zweiten Fassung gefiihrt 
werden. Es mag dabei, wenn n Zahlen /,,...,1, simultan in der Gestalt 


(3) darstellbar sind, hierfiir zur Miki 


1 
l= 5 


’ 


N 


geschrieben werden. 
Fiir n = 2 ist der Satz (in der ersten Fassung) mit N= 5, A = 2, 
i, =7, =}, J, =} —e (0 <e< 3) in dem Satz von 8.2 u. enthalten. 
Allgemein wird der Satz durch Induktion bewiesen. Er sei also fiir eine 
ganze Zahl n> 2 richtig. Es soll gezeigt werden, da8 er dann auch 
fir 2n statt nm und damit natiirlich auch fiir alle Zahlen < 2n 
richtig ist. 
Den Ausgangspunkt fiir den Beweis bildet die Binomialformel. Aus 
dieser folgen fiir « =1,2,...,2n die 2n Identitaéten in Y und y,: 
A : 
2 (g) Pye = aE +e)" + (F — 9e)"}- 


Fiir alle Zahlen 


(5) M,M',Y ganz und >0; y, ganz und O<y, SY 
ist daher (e] 


(6) M'yt+3)(¢,) 2" ad yi" 


=t{om’ ey rn) +30 ve) }= 5 Deareae 


e=1 
(#=1, men 


Nun ist nach unserer Annahme der Kernsatz fiir n richtig; d. h. 
(nach der ersten Fassung von 8. 5) fiir je n positive ganze Zahlen l,, ..., J, 
die simtlich durch eine gewisse Zahl A teilbar sind und die Ungleichungen 


L>i; tuy<h<J,l] (w= 2,...,) 
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erfiillen, gibt es simultane Darstellungen 

y 
=>) 2 (»=1,..., ”). 


a=} 


Da die z >O0 und ganz sind, lassen sie sich in 4 Quadrate ganzer Zahlen 
serlegen : 
z= aiit... +28. 


Auf Grund des Hilfssatzes 1 gibt es daher positive ganze Zahlen 
N’,A,,7,, und ganze Zahlen a,,,, so daB fir »=1,...,n 


N 
(7) A,l= 5) A,(28,+...+23,) 
x=l 
y x’ 
=)’ Pe (4,2, 4+ pte + G,,%,.) 
x=l ’=1 


ist?*), Wir bestimmen nun die Zahlen M, y, in (6) folgendermaSen: 


Es soll 
| 


Mad Dt» 


a=1 «#’=1 
¥o= 1G By ooo +4,,,2,,| 


gesetzt werden, wobei jeder Ausdruck rechts r,.-mal aufzufiihren ist. 
Die Gleichungen (7) schreiben sich dann 


7 
(8) A= Dy (»=1,..., m). 
e=1 
Wird nun noch Y>VA,l, gewahlt, so ist wegen (8) 
Y°Dy?+...+yp2y (g=1,...,M), 


also die letzte Ungleichung von (5) erfiillt. Es ergibt sich somit unter 
Beriicksichtigung von (8) als Folge von (6): 

Zu der Zahl n gibt es Zahlen 

M,A,A,,..-,4, ganz, >0; 4,>0; 0<t,<J, (y=2,...,n) 

von folgender Art: fir je n durch A teilbare ganze Zahlen l,, ..., l,, 
welche die Ungleichungen 
(9) L>tis th<b<Jd,l (» = 2,..., 9) 

%*) Damit ist offenbar unter der Annahme der Richtigkeit des Kernsatzes iiber 
die simultane Zerfillung in 1-te, ..., »-te Potenzen die Richtigkeit des entsprechenden 


Satzes (in der zweiten Fassung) iiber die simultane Zerfallung in 2-te, 4-te, ..., 2 -te 
Potenzen dargetan. 
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erfiillen und fiir jede ganze Zahl Y>VA,1, wnd jede positive ganze 
Zahl M’ ist**) 
A 
— 1 f 


(10) (M+M')¥"+5)(") y**"1,4,= 55" (u=1,..., 20). 
r=1 


2(M+M"') 


Hieraus werden wir nun in mehreren Schritten den vollstandigen 
Beweis entwickeln. Dabei wird vorerst die linke Seite von (10) so um- 
geformt werden, daB das letzte Glied der linken Seite jeder Gleichung fiir 
sich genommen saémtliche ganzen Zahlen eines Intervalls darstellen kann, 
dessen Grenzen von Y abhingen. Zu dem Zweck wird zunichst das ge- 
nannte Glied in ein einfacheres iibergefiihrt; sodann werden die Intervall- 
grenzen der J, von Y statt von J, abhiangig gemacht, endlich wird eine 
neue Gleichung hergeleitet (Schritt 1 bis 3). 


Erster Schritt: Das letzte Glied (, fx)) Pet He) Ale) in (10) 


wird in ein Glied der Form Y"~*lé] He iibergefiihrt. 


_2// 
Der Koeffizient von Y” in im letzten Gliede der linken Seite 
2 


von (10) ist 
fiir gerades uw: A, 
2 
=2,3,...,2n). 
fiir ungerades yu: sed (m ") 
2 
Es sollen nun fiir /,,...,1, Zahlen genommen werden, die nicht nur 
durch A, sondern noch durch andere Zahlen teilbar sind, und zwar werde 
gesetzt 


_ (2+2)! 
~ (2¥+2)! 
wobei i, eine ganze Zahl bedeutet. Aus (10) und (9) folgt dann 
” 
[3 


(11) (M+M’)¥"4 5'(£) Get) 4 A, Avy -- AY", 
v=1 


l, A A,11A,42°+-A, a”) (w=1,..., n), 


2y/ (2¥+2)! 


1 yy" 
at ree Ut En ++ SR 
2. (2"+2)! , ‘ 
y*> "2 AA, A,:--A,d, = Ad,, 
0 
4) Es bedeute in dieser Arbeit stets > den Wert 0. 


vy=1 


y+14,49°:*4n die Zahl 1. 


fiir 


) Fiir y=n bedeute A 
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414 
4, > @apaidad ds 
: (2¥+2)! (2m+2)!44,---An\"oe 2 ay 
> & pada a ) a= aay, 
(2¥+2)! (2m+2)!44,---An\" 5» 3 
4, <I anya ad,,, de (“ = ) ay = A, ay, 


wobei die 4, hinsichtlich der Teilbarkeit durch eine andere Zah] keiner 
Einschrinkung mehr unterliegen. In jeder der Gleichungen (11) ist nun- 
mehr fiir «> 4 in der Summe links jeder der ,,Koeffizienten“ 
uw \(2n+2)! fp) 
(OGRE Ad dasa, ts on lt) 
durch den letzten ,,Koeffizienten“ 


B \_(28+2)! 44.4 a 
(te) lel) 4 “81“B} 
teilbar. Es werde nun noch die ganze Zahl M’ (etwa méglichst klein, 
jedoch > 0) so gewahlt, daB M+ M’ durch (2n+ 2)!4 A,---A, teil- 
bar ist; dann ist M-+ M’ auch durch den letzten ,,Koeffizienten“ jeder 
der Gleichungen (11) mit «> 2 teilbar, und M’ hangt nur von n ab. 
Wird nun jede der Gleichungen (11), auBer der ersten, durch ihren letzten 
Koeffizienten, die erste durch M+ M’ dividiert, so erhalt man**) 


[z}-: »-2[£] ee 
“ w-2y . a eee 54 a 
sada +b ¥ ee. 4“) 3, > aon (u=1,..-, 2m), 
wobei die b,, und B, gewisse positive ganze Zahlen bedeuten, die nur 
von n,» und uw, jedenfalls nicht von den 4, und Y abhingen. Wird nun 


wieder 1, statt 4, geschrieben und 2(M + M’)=P gesetzt, so laBt sich 
das bisher gewonnene Resultat wie folgt formulieren: 


Zu der Zahl n gibt es Zahlen 
Pganz, >0; B,,...,B,, ganz, >0; 


b,» ganz, > 0 (u=1,...,2m; »=0,1,..., [£]—1); 
A>0; h,>0; O0<h4,<4, (y= 2,...,%) 


von folgender Art: fiir je n ganze Zahlen l,, ...,1,, die den Unglei- 
chungen 
(12a) L>h; bl?<<H,0 (y—=2,...,m) 


— -1 
16) Es bedeute hier und im folgenden b,, die Zahl 1 sowie a und 4, die Zahl 0. 





v=1 
Mathematische Annalen. 88. 7 
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gentigen, und fiir jede positive ganze Zahl Y mit 
(12b) Y*> Al, 
ist*” ) 
Gh ee 
(18) b,o¥* + Sb ¥* b+ rliliin —7 >> (u=1,...,2n). 
Zweiter Schritt: Abanderung der Ungleichungen (12a, b). 


Es lassen sich wegen 0 < h,< H, offenbar zwei Zahlen g,, G, so 
wahlen, da8 
0<9,<G,< me 
% — Min \ ~ 
9. = v=2,8,....8 ” 





ist. Es werde 
=; —hOl, G— Hog; (y=2,3,...,) 


1 


gesetzt. Dann ist g, < G, (y= 2,...,m) und fir Y 
(14a) Y*>g, 

und je m ganze Zahlen /,,...,1,, welche die Ungleichungen 

(14b) ar <t<Gr" (»=1,2,..., 2) 

erfiillen, auch 


Y*>2>Ah, 
also (12b) erfiillt und 
L>g,¥°>9,9=h,, 
hl 0 <9 ¥"<1<G,¥" <== H,k;, 
: 1 


also auch (12a) erfiillt; d.h. die Ungleichungen (12a,b) kénnen durch 
(14a,b) ersetzt werden. Somit ist bewiesen: 


Zu der Zahl n gibt es Zahlen 
Pganz, >0; B,,...,B,, ganz, >0; 


. 
b,.»ganz, > 0 pal,...,20; »=0,1,...,[6]—1); 
I>0; 0<9,<G, (»=1,..., ) 

von folgender Art: fiir jede positive ganze Zahl Y mit 

(148) Y*>9% 


‘") Es sei hier und im folgenden |, = 0. 
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und je n ganze Zahlen l,,...,1,, die den Ungleichungen 
(14b) g-¥*"<1,<G,Y"" (»=1,..., ») 
he. 


(13) bY" + Sb ¥" t+ Fe li] het Dp 


v=1 
(wu =1,2,..., 2m). 

Dritter Schritt: Herleitung einer anderen Gleichung aus (13). 

Das letzte Glied der linken Seite jeder der Gleichungen (13) mit un- 
geradem , enthalt den Faktor Y, kann also nur durch Y teilbare Zahlen 
darstellen. Um diese Einschrankung zu beseitigen, ersetzen wir in dem 
eben gewonnenen Resultat Y,1J, bzw. durch Y+ 1, i und 2Y,2" und 
addieren die so entstehenden Gleichungen (13). Dann ergibt sich 


lF]-* 
eof P"+ (V+ 1)" + (2¥)"} + Dba (kV b+ (+I wb +(2¥y *t} 


+ eee gt (r+ ae ta +(2 ry lili} 


2 
1 1 or. ” . yy" 
D> + >t E>- B, —sp* 
Wird noch 3P =Q gesetzt, so lat sich das bisher Bewiesene folgen- 
derma8en zusammenfassen : 
Zu der Zahl n gibt es Zahlen 
Q ganz, >0; B,,..., B,, ganz, > 0; 
b., ganz, > 0 (u=1,..., 2m; y=0,1,...,(4]—1); 
%>9; 0<9,<G, (w= 1,...,%) 
von folgender Art: fiir je 3n-+-1 positive ganze Zahlen Y; l,, ..., l,; 
Bg cess U; ere welche die Bedingungen 
r>s, 
rE pag < L<G¢.Y™, 
g,(¥ +1)" <b <@,(¥ +1)”: (y=1,...,m) 
g9,(2Y)" << <4@,(2¥)” 
erfiillen, ist, wenn 
X,o= Y" +(¥ +1)*+(2Y)" (u=1,..., 2m), 
(16) —2y —2y 7’ unter 7’ 
X,o= YL 4-(F +1)" b+ (27) £ 


w=2,3,..., 2m; y=1,2,...,[4]) 
7* 


(15) 








100 
gesetzt wird **), 


Ge 
(17) b,,X,,+X,,[2]= Bde (uw =1,..., 20). 


v=0 


Die Richtung der beiden nachsten Schritte wird durch folgende Uber- 
legung bestimmt: Betrachten wir die linke Seite einer einzelnen Zeile 
von (17) (mit Ausnahme der ersten) gesondert, so ist klar, daB das 
letate Glied X, fx), das susfiihrlich L. +l, +1, bei geradem mu. und 

2 2 2 
Yhey+ (Y+1 pny + 2 Vix) bei ungeradem yu lautet, bei festem Y jede 

3 2 2 
ganze Zahl darstellen kann, wenn die J, 1’, l” auf kein Intervall beschrankt 
sind. Bei der vorliegenden Intervallbeschrankung fiir die J, 1’, 1” werden nur 
Zahlen eines gewissen von Y abhangenden Intervalls dargestellt. Andererseits 
ist es auch méglich, ein von Y abhangendes Intervall anzugeben, dessen ganze 
Zahlen sémtlich unter Einhaltung der fiir die J, 1’, 1” vorgeschriebenen 
Bedingungen durch das letzte Glied dargestellt werden kénnen. Bei der 
gleichzeitigen Betrachtung des gesamten Systems (17) tritt die Schwierig- 
keit auf, daB in der 29-ten und (29+ 1)-ten Zeile der Zahlenwert des 
letzten Gliedes durch dieselben GréBen 1,,1,,1, bestimmt ist. Fassen 
wir nun jede 29-te Zeile mit der folgenden (sofern eine solche vorhanden) 
zu einem Zeilenpaar zusammen, so werden sich jedoch auf Grund von 
Hilfssatz 2 von Y abhiangende Intervalle der erforderlichen Linge so fest- 
legen lassen, daB je 2 ganze Zahlen aus ihnen durch die letzten Glieder eines 
Zeilenpaars unter Einhaltung der fiir die 1,, l;, i vorgeschriebenen Be- 
dingungen simultan darstellbar sind. Mit Riicksicht auf den weiteren Gang 
des Beweises werden dabei gleichzeitig die Intervalle der durch die letzten 
Glieder darstellbaren Zahlen so gewahlt, daB in jeder Zeile die Schwan- 
kung der linken Seite ohne das letzte Glied kleiner ist als die Lange 
des durch das letzte Glied darstellbaren Zahlenintervalls. Das wird még- 


lich sein, wenn man beachtet, daB in jeder Zeile die X,, mit »< [4] 


durch die 1,1',2” in den letzten Gliedern der vorhergehenden Zeilenpaare 
bestimmt sind. Man hat nur, von der letzten Zeile anfangend zu den 
friiheren fortschreitend, die durch die letzten Glieder eines Zeilenpaares 
darstellbaren Zahlenintervalle so klein zu wahlen, da8 die zur Darstellung 
bendtigten Zahlen J, I’, 1” sicher in Intervallen liegen, deren Langen nur 
einen hinreichend kleinen Bruchteil der Lange der durch die letzten Glieder 
aller spateren Zeilen dargestellten Intervalle ausmachen. 


**) Fir «= 1 bedeute die linke Seite 5,, X,,. 











| 
' 
| 
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Vierter Schritt: Festlegung von Bereichen ganzer Zahlen, welche 
durch die X [4] dargestellt werden kénnen, unter gleichzeitiger Ab- 
schitzung der iibrigen X,,. 


Wir fangen mit der letzten Zeile von (17), d. h. mit X 
Es ist klar: Es gibt Zahlen 


0<f,.</F;,; 


so da8 fiir alle hinreichend groBen ganzen Y jede ganze Zahl z,, des 
Intervalls 


on, 0 an. 


fon ie < Zan < } ae 
in der Form 


,=l+1+h=X,,. 
unter Einhaltung der Bedingungen (15) darstellbar ist. Denn man setze z. B. 
fan =In(L +2") +3(9,+G,); Fon =9,(1 +2") +4,. 
Wahit man dann 
L=(o¥"]+1, h=[9(2¥)"]+1, 


so ist (15) fiir J, und 7,’ bei allen hinreichend groBen Y erfiillt; es ist 
aber auch 


L,, = 2 ~ l, —— "> {9,,(1 +2°")+3(9,+G,)}¥°"—g,Y"* —J3 —g,(2¥)* =} 


3(9, +@,)¥°*—2>9,(¥ +1) 
fiir alle hinreichend groBen Y, und es ist 
1, < {9n(1 + 2°") + G,}¥°*— 9," —g,(2¥)™ 
=G,Y**<@,(Y+1)**. 


Wir kommen nun zu dem vorhergehenden Zeilenpaar in (17) und 


miissen dabei dafiir sorgen, daB 1,_,,/,_,,1;_, die Ungleichungen (15) 
in einer so weit eingeschrankten Gestalt erfiillen, da8 das von diesen 3 Zahlen 
abhingende X,, ,,_, eine hinreichend geringe Schwankung hat. Wir wenden 


zu dem Zweck Hilfssatz 2 an auf 
t=n—1, g=g,.,, G= Min (@,_., In-1 + 
r=l., e=h., t=k-,. 
Dann gibt es nach dem Hilfssatz zu +, g, G, d. h. zu der Zahl n solche Zah- 
len f=f,, 4» F=Fan-1, f =fyg_g> Fo = Fan-2 (0<f,,_, < Fon-1; 
0 <f,,-» < Fen-2), daB fiir jede hinreichend groBe ganze Zahl Y und 


je zwei ganze Zahlen z,-1, Zen-2 aus den Intervallen 


Lae < Zen-1 < | ee Y°%"* < ten-2 < Foan-s gene 





Fie—fee —\, 


4°°. 2 ban, n—1 


fan-2 
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die Gleichungen 

tan-1 = Yar +(¥ +1)h-1+ 2YR-1 (= Xee-s,[8=])> 
ter= br + hr +h i“ , [2s=*]) 


ganzzahlig in 1,_,, i_,, K_, lésbar sind, und zwar so, daB (15) fir y>=—n—1 
erfiillt und iiberdies 


-in—2 Fin — fen 2n-2 
9,-11 <har< (9... + erway i , 


/ F,,— fon 
4**.2nb 











On-1(¥ +1)" <hr < (0-1 + \y +1)", 


2n,n-—1 


fon 


2n,n-1 


- ad F,4- a- 
9,-,(2 77 2 < | < (4-1 + a. =. .b. jar, 2 


also (man multipliziere die erste dieser 3 Zeilen mit Y°, die zweite mit 
(Y +1)’, die dritte mit (2 ¥)* und addiere) nach (16) 


_yXen,0 < Xenn-1 < 9,_,Xen0+ pp. a Xen,0 


ist. 2n,n—1 


Fiir das nichstvorhergehende Zeilenpaar wird der Hilfssatz an- 
gewendet auf 


F. 
t=n--2, g=g,,., G@=Min (6... 9.9% Min - a) 
r=l,-», s=h-s, t== bs. 
Dann gibt es nach dem Hilfssatz zur, g, G, d. h. zu der Zahl n solche Zah- 
len f= fon—s? P= Pre-s° f’ wer leas ® F’ =F (0 < fea—s < Pro-s' 


0<f,,,</,,_,), daB fiir jede hinreichend ‘gas ganze Zahl Y und 
je zwei ganze Zahlen 22,3, Z:,-, aus den Intervallen 
ate Stitpattenet eF is tint tuae’ 
die Gleichungen 

tan-s = YIp_2+(¥ +1)h-2+2¥h-2 (=Xne-s,[!="])> 


, 


Zen-a= Ls + L,-2 + Gs (‘= » [=-*)) 


(1i 


ganzzahlig in J,-», J,-2, I, lésbar sind, und zwar so, daB (15) fiir 
»=n — 2 erfillt und iiberdies 


Fen—n 
Ges Xsq~-n,0 < Xx < Ge-e~se-n07t 


2n—x,n—-2 4°" (2n—x)d 2n—x,0 


2n—x,n—-2 
(x = 0,1, 2) 


= i 





ist. 





(18) 
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In dieser Weise wird der Hilfssatz weiter angewendet, und zwar 


allgemein auf 
t=8-0, 9=@GJa-c; 
r=l,_.. s=l_o, t=, 


fir 1Sosn—1. 


G= Min(Gy-», Ja-c + Min 


x=0,1,...,.20—-2 


Fen-s ma fen-n 





4°" (2n—x) by 


) 


n—x,n-O 


Dann gibt es nach dem Hilfssatz zu +, g, G, d. h. 
zu der Zahl n solche Zahlen f=/,, .,,,, F=F 


2n—20+1? f’ “e fea-0° 


F’ et F,.-20 (0 < fan—20+1 < F-20413 0< fan—s0 < P,,-20)> daB fiir 
jede hinreichend groBe ganze Zahl Y und je zwei ganze Zahlen 
Zen-20+1, Zan—g0 @us den Intervallen 


faen-20 


die Gleichungen 


y2*-te+! o 


fen—20+1 <% 


y **-*% < 


2n-—20+1 < 


2on-20 < P 


F. 


2n—2a0+1 


2n-—2a 


2n-—20+1 
y** niet 


yee-se 


tin—vor1 = Vln-o + (¥ +1)In-o+2¥ Ino (= Xan-toss, [*-2°*4)), 


(— Xero [234]) 


ganzzahlig in l,_,, Ko, I, lésbar sind, und zwar so, daB (15) fiir 
»=n—o erfillt und iiberdies fir x = 0,1,...,20—2 


22n-26 


= ho + 


l- 


+E. 





Fon-x eX fe —* 
In-6 > < Dieiiiiiie < Gu-« Matin’ ss 42* (2n —x) Rap 2n—,0 
ist. 
Dieses Verfahren kann durchgefiihrt werden fir o=—1,...,n—1. 


Da (18) fiir x=—0,1,...,20—2 gilt, so kommt jedes X,, von (17) auBer 
dem ersten und letzten einer Zeile, d.h. jedes X,, (w= 4,5,..., 20; 


+ 


A B — 1) in der Form X,_,,,-. in den Ungleichungen (18) 


vor, ist also abgeschatzt. 


Beriicksichtigt man ferner, daB die Zahlen 
Xe = Y¥""" 1,4 (¥4+1)° "E+ (2Y)" "rR 


fir 1<>»<{£|—1 und «<2n (auBer durch y, ») allein durch Y, 1, 
l , ” bestimmt sind, also auBer von Y allein von 23,, z;,4; abhingen, 
so ist, da die Indizess 2n—20+1 und 2n—2o der Zahlen z fiir 
o=1,...,m—1 gerade die Zahlen u = 2, 3, ..., 2n —1 ergeben, fol- 
gendes bewiesen: 


Zu der Zahl n gibt es Zahlen 


Q ganz, >0; By,.. 


b.» ganz, > 0 





-» Ban ganz, > 0; 
(u=1,..., 2x; »=0,1,..., 
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von folgender Art: Wird 
Xo = ¥"+(¥+1)"+(2Y)” (u=1,.. , 2m) 
geseizt, so gibt es fiir jedes ganze Y > f,, wenn die 2n — 1 ganzen Zahlen 
5 Zyy-++) %,, 1 den Intervallen 
g7°<4,<F,,¥" (= 2,38,..., 20) 


liegen, zu je zweien Z,, 241 (vy =1,...,m — 1) dieser Zahlen solche posi- 
tiven ganzen Zahlen X,,, (u = 2+ 2,..., 2m), dienur von Y und 2,,, 
Zar+1 abhdngen"*), dap*) 


(ss 
1 lod 
(19) > One Xue + Oe = BF Le (mu =1,2,..., 20) 
r=0 ’ 
und 
F.-f, p=4,5,...,2% \ 
(90) Xpe< Xue <G-Xne+ el X,, ra) 1) 


bes? \o m1, 2,..- [4] 





ist. 
Fiinfter Schritt: Abschitzung der Summe auf der linken Seite 
von (19). 


Es werde 
[F]-2 
Xp =D) bur Xue (u=2,3,...,2n), 
y=0 
ae 
b, => burg ™) (p= 2,8,..., 22) 
v=0 


gesetzt. Dann ist jedes X, eine ganze Zahl, die auBer von den b,, und 
Y, d.h. auBer von m und Y nur noch von X,;,..., X \-" d. h. von 


Pa 
"L2 


den Zahlen 22, zs, ..., *,[ 4-1 abhangt. 
2 
Ferner folgt aus (20) fiir u=—4,5,...,2n 
[s]- 
Xp > Dd) bur Ge Xno = bu Xuo = 5, {¥" +(¥+1)*+(2Y)*} 
v=0 
> b,(2+2")¥". 
*) An die friihere Bedeutung der X,,, braucht fiir »>0 nicht mehr gedacht zu 
werden. 


*) Fiir «=1 bedeute die linke Seite b,, X,,: 
**) Es bedeute nunmehr g, die Zahl 1. 
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Da fir «.= 2,3 
XxX, = buy Xyo 


st, so gilt die SchluBungleichung offenbar auch fiir »—2,38. Weiter 
folgt aus (20) fir wu =—4,5,...,2n 


[F} [F]- 
Xn < Diba X #0 +2) be ay 7 Xno<{b ye + 


also wegen 


Tea (u—1)} Kno. 
Xuo=Y"+(¥+1)"+(2¥)" 
bei aba agi é, > 0 fiir alle hinreichend groBen Y und w = 4, 5,...,2n 


x, <{b a ale (1— £)\(2 + 2"+4 4) ¥" 


6) ye — fr 
b,(2-+2")¥ aeuaahacot + ty (b, += fe (1 --))}r 


“ “ 
Da SS <1 fir 1»=4,..., 2m ist, so kann «¢, (unabhingig von den z,) 


so gewahlt werden, daB 


en ( b, + AF (1-4 )) < (Fe f.)(1— =) (1-45) (p= 4,5,...,8% 














ist. Dann ist fiir alle hinreichend groBen Y 
X,<b,(2+2")¥"+(F,—f.)(1-—+)¥" (w= 4,5,-..) 2m). 
Diese Abschitzung gilt aber auch, wie nachtriglich wieder leicht ein- 
zusehen, fiir u = 2, 3. 
Wird nun noch 
= b, (2+ 2") (w= 2, 8, ..., 2n) 


gesetzt und beriicksichtigt, daB b,,—1, also b,,X,,—4Y-+1 ist, so 
ist bewiesen: 


Zu der Zahl n gibt es Zahlen 
Q ganz, >0; B,, ..., Bay ganz, > 0; 
E>0; ¢,.>0(u=2,3,...,2n); 0< ft. <F, (u=2, 3,..., 2n) 
von folgender Art: Es sei Y>E eine ganze Zahi, 
X,=4Y+1, 


und es mogen die 2n—1 Zahlen 2, 2, ..., Zan trgendwelche ganzen 
Zahlen aus den Intervallen 


£F"<4,<F,F" (w= 2,8, ..., 2”) 
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sein ; zu den Zahlen z,, gibt es dann ganze Zahlen X,, > 0 (u = 2,3,..., 2m) 
mit folgenden drei Eigenschaften™) : 

a) Jedes X,, ist allein durch Y, z, 2, ..., *,[4)-1 bestimmt™), und 
es ist , 
b) en ¥*<X,<eF"+(Fy— fy)(1—+)¥* (u=2,3,..., 2m), 


E. Kamke. 


c) X,+4-% Do (~@=1,2,..., 30) *). 


Sechster Schritt: Auf Grund der Eigenschaft a), nach der jedes X, 
durch die z, friiherer Zeilen von c) festgelegt ist, und der Ungleichungen b) 
kann nun gezeigt werden, daB die linken Seiten von c) (mit Ausnahme 
der ersten Zeile) fiir alle hinreichend groBen Y jede ganze Zahl innerhalb 
gewisser von Y abhangender Grenzen darstellen kénnen. 

Genauer gesagt, soll folgendes bewiesen werden: Es sei Y > HZ, und 
es seien Z,, Z;, ..., Ze, irgendwelche ganzen Zahlen, die den Un- 
gleichungen *°) 


(¢,-+ te) yr < 2, < (e,+F.)Y" (mu = 2, 3,..., 2m) 


geniigen; es soll gezeigt werden, daB sich ganze Zahlen z, und mit ihnen 
ganze Zahlen X,, schrittweise so festlegen lassen, daB sie den Bedingungen 
des am Schlu8 des fiinften Schrittes formulierten Satzes geniigen und 


Zp = Xnt% (u = 2, 3,..., 2m) 
ist. 
Das wird durch Schlu8 von uw auf «+ 1 bewiesen. 


Fir «= 2 ist (vgl. Anm. 23) schon allein durch Y eine Zahl X, 
festgelegt, und es ist fiir diese nach dem Satz von Schritt 5 


e¥*< X,<¢¥*+3(F,—h)¥'; 
z, ist noch in keiner Weise festgelegt. Wird nun 
2, = Z,— X, 
gesetzt, so ist 
% >(q+5(h+F.)) ¥?—4¥*—3(Fe—f)¥*=hF", 
2 <(¢,+F,)Y*’—e¢,Y’=F,Y’; 


™) An die friihere Bedeutung der X, braucht nicht mehr gedacht zu werden. 
*%) X,, X, hangen natiirlich von keinem z, ab, sondern nur von Y. 
™) Es sei z,= 0. 


%) E sei so groB gewahit, daB es ganze Zahlen Z,, ..., Zs. gibt, die den Un- 


gleichungen geniigen. 





Verallgemeinerungen des Waring-Hilbertschen Satzes. 107 


d. h. fiir «= 2 lassen sich z,, X, so festlegen, daB diese Zahlen die Be- 

dingungen des Satzes von Schritt 5 erfiillen und 

. Z,=X,+% 

ist. 
Es seien nun die Zahlen 2z,, X, gemaS unserer Behauptung schon 

festgelegt bis 4 = u’ < 2m; dann lassen sich auch die Zahlen z,/,1, X,+1 

in der geforderten Weise festlegen. Denn da 2 (ee) —1l< xp’ ist, sind 

die gem&B Schritt 5 die Zahl X,,,, bestimmenden Zahlen YF, z,, ..., 


# (et) in den schon festgelegten Zahlen Y, z,, ..., 2, enthalten. 
2 


X,+1 ist daher schon festgelegt. Ober z,,, kann dagegen noch verfiigt 
werden. Es werde 





24'+1 = Zui + ba Xy'+1 
gesetzt. Da X,.,, die Ungleichung b), d.h. 





eu FMT < Kyrgs < eer YO + (Pus — fess) (1— aq) et 
erfiillt, ist 
2u'+1 > (ews Ta eed od) ies nice 
oe 
u’+1 
Zu/+1< (Cu'+3 + Py + yr — Cu'+t ey =f w+ ye". 
d.h. auch die Zahlen z,,,, X,'+: lassen sich so festlegen, daB sie die 
Bedingungen des Satzes von Schritt 5 erfiillen und 


Zut+1 —_ Xw'+ a+ Sy'+1 


— (Fuss — fess) (1 ) re’? ae fy FO *?, 


ist. 
Damit ist dieser Induktionsschlu8 beendet, und es ist, wenn 


d=, + 2t=ke, D, =e +F, (u = 2, 3,..., 2m) 


gesetzt wird, bewiesen: 
Zu der Zahl n gibt es Zahlen 


Q ganz, >0, B,, ..., Ban ganz, >0; 
d,>0; 0<d,<D, (u = 2,8,...,2) 
von folgender Art: Fiir jede ganze Zahl Y > d,, fiir 
Z,=4Y+1 


und je 2n—1 ganze Zahlen Z,, Zs, ..., Zan, die den Ungleichungen**) 





%) Mit Riicksicht auf das Folgende sei d, so groB, daB fiir jedes Y > d, stets 
ganze Zahlen Z,,..., Z., vorhanden sind, die den Ungleichungen geniigen. 
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&F"<«&, < 3,7" (w= 2, 8,..., 2n) 


1 “ P 
Z.= 5 Dg (mw =1,2,...,2n). 


Abschlu8 des Beweises: Das eben formulierte Ergebnis unter- 
scheidet sich von dem hier zu beweisenden (Kernsatz in der Fassung von 
8.9 mit 2n statt n) im wesentlichen nur noch durch die Einschrankung 
Z,=1(mod 4). Von dieser Einschrinkung (und von dem Buchstaben Y ) 
soll das Resultat nun befreit werden. 

Es sei Y, eine feste (etwa die kleinste) ganze Zahl, die > d, ist, 
es sei 


gentigen, ist 


Z,.=4Y,+1, 
und es seien Z,,o (= 2,..., 2m) irgendwelche (etwa die kleinsten) ganzen 
Zahlen, die den Ungleichungen 
d,.Y$ < Z.0< DY} (gs = 2, 3, ..., 20) 
geniigen. Dann ist 
Zuo=-E De (w= 1, 2,..., 20). 


Nun sei ¢, eine beliebige ganze Zahl > 0, und es seien ¢,, ¢,,..., Can 
ganze Zahlen, die den op cainael 


2D 
——— < 
8.4" ti<t.< . 4" 





~¢f (yw = 2, 3, ..., 2) 


geniigen. Es gibt dann eine ganze Zahl v, so daB 


¢,=1+0(mod4), 0Sv<3 
ist. Es werde 
Zu = Cu — 0D y0 (u=1,..., 2n) 


gesetzt. Dann ist Z,=1(mod4), also Y= +(Z,—1) ganz und, wenn ¢, 


4 


geniigend groB ist, >d,. Ferner ist fiir u—2,...,2n 


z. > 2h te 7 8D, Ys, 


also, da (, > Z,=4Y+1 ist, 





24+ 
2, > ete (4¥ +1)" 8D, Y¥i>4,¥" 


fiir alle hinreichend groBen Y oder, was auf dasselbe hinauslauft, fiir alle 
hinreichend groBen ¢,. Weiter ist 


d,+2D 
<2 
gan 1 
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also, da (, < Z,+3Z,,=4Y+1+12Y,+ 8 ist, 
Dy, < t2De (4¥ + 12¥,+4)"<D, y” 
fiir alle hinreichend groBen Y oder fiir alle groBen ¢,. 
Es erfiillen somit die hier festgelegten Zahlen Z,,..., Ze, fiir alle 
hinreichend groBen ¢,, etwa ¢,>C (wobei C nur von n abhingt) die 
Bedingungen des Ergebnisses von Schritt 6; daher ist 


1 
L.=37 Do (u =1, 2,..., 2m), 
also q ‘ 
= 5 +08, ot SP 40k 348-ol Feud 
= Lt w= 7 dig thE gt (8-5 Dd =e Dio. 


Damit ist der Kernsatz in seiner zweiten Fassung (8. 9) bewiesen 
mit 2n statt n, N=4Q, A,—B,, k,=C, ky = ete, K, = 22 e. 
L,=¢,; und damit ist der Induktionsbeweis beendet. 


’ 


IL. 
Zerfillung in Polynomwerte. 
Der in der Einleitung (8. 2 oben) formulierte Satz iiber die Zerfaillung 
ganzer Zahlen in Polynomwerte (wobei zunichst das Polynom mit ganz- 


zahligen Koeffizienten a, vorausgesetzt werde) wird nunmehr folgender- 
ma8en bewiesen: 


Nach dem Kernsatz (8.5, es werde in diesem jedoch Al, statt der 
durch A teilbaren Zahlen 1, und M statt N geschrieben) gibt es fiir je n 
ganze Zahlen /,,...,1,, die den Bedingungen 


Al,>i,; tA VU <h<J,A°"Y (vy =2,3,..., 20) 
geniigen, simultane Zerfallungen der Zahlen Al,: 


M 
Al,= D>) 27 (»=1,...,m). 
x= 


Fir die ersten n —1 der Zahlen 1, mégen nur die durch den héchsten 
Koeffizienten a, des Polynoms teilbaren genommen werden. Dann ist, 


wenn wieder /,, ..., J,-1 statt 4, sees Bt geschrieben wird, 


M 
Aa,l,= >) 2! (y»=1,...,%—1), 
/ x= 
(1) P= 
Al,=)) 


x= 
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fiir 
i, __ i 
L, P Aa, = %}, 
el i,A” an << J,A a = ST 
(2) (» = 2, 3,...,% —1)"), 
ils =— i A* atli<l <J,A* ‘ag lii=ZJIf. 
Aus (1) folgte wenn a, A = B gesetzt wird, 
M 
Ba,l,= >) 4,2! (y=1,...,%—1), 
x=1 
M 
Bl, = 3) a,2°, 
awl 
also 


M 


(3) B(t,+a,_,4,-,+...+4,l,)+ Ma,=)' f(z,). 


Es gibt unabhingig von den 1, eine ganze Zahl M’> 0, so daB B in 
(M+ M’)a, sufgeht. Daa,— (0) ist, folgt aus (3), falls M+ M’— N’ 
gesetzt wird, 


~ 
B(I,+a,_.h.+---+0,44 #™) =» f(a). 
a=1 
Es werde nun”**) 
l,=(J-4)—1 (» = 2, 3,...,” —1) 


gesetzt. Dann geniigen diese 1, fiir jedes hinreichend groBe J, den Un- 
gleichungen (2), und es ist 


a,_,4,_.+ gh eee = L(l,) 


eine ganze Zahl, die auBer von festen Zahlen, die durch das Polynom 
gegeben sind, nur von J, abhingt, und es gibt eine ganze Zahl H > 0, 
so da8 fiir alle J, 
|L(4,)|< 2k 

ist. Es ist damit bisher bewiesen: 

Es gibt zu dem gegebenen Polynom Zahlen N’ ganz, > 0; B ganz, 
>0; H>0; l,>0; 0<#<J von folgender Art: Zu jedem 1, >, gibt 
es eine ganze Zahl L = L(l,), so daB 


\L|< a" 
*) Fiir n= 2 fallt diese Ungleichung fort. , 
%) Fiir n= 2 fallt diese Bestimmung der I, natiirlich fort. 
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ist, und da8 fiir alle ganzen Zahlen /, des Intervalls 


(4) tP<h<J 
eine Darstellung 
as 
(5) B(t, + L(l,)) => f(a) 
besteht. > 


Daraus folgt aber der Satz. Denn es werde J’=3(i+J) gesetzt 
und, wenn ¢ eine positive ganze Zahl bedeutet, 


L= [VE] +1. 
n<V5+1, 4>V5, 


J’'(,-I"st<J'lt. 


Fiir jedes hinreichend groBe 1, oder, was auf dasseibe hinauslauft, fiir 
jedes hinreichend groBe ¢ ist mit J, eine ganze Zahl L(l,) bestimmt, die 
der Ungleichung 


Dann ist 


also 


|L(4,)|< an 


geniigt, und es ist fiir alle hinreichend groBen J,, mithin auch fiir alle 
hinreichend groBen ¢, 


i<J'(l,—1"— BE *<t -L(h)<J'Y+ af < Jif. 
Die Zahl 1, —¢ — L(1,) geniigt also der Ungleichung (4), und daher 
folgt aus (5) fiir alle hinreichend groBen (, etwa (> K, satets 
- 
BE=)'f (2), 
sox 
also fiir alle ganzen Z> BK 
rr 
Z=)) f(x.) +b (0<b<B). 
x=1 


Daher gilt, wenn BK + B+ N’=WN gesetzt wird, endlich fir jedes 
ganze Z > 0 eine Darstellung 
r 
Z=D)f(2.)+N" mit N’+N"SN. 
x=1 


Damit ist der Satz fiir ganze Koeffizienten bewiesen. Sind die 
Koeffizienten a, jedoch rationale Zahlen, so sei ihr Hauptnenner a. Dann 
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hat das Polynom a-f(z) ganzzahlige Koeffizienten, und fiir dieses gilt 
daher bei beliebigem ganzem Z > 0 eine Darstellung 


ip 
aZ—= > af (zx) +N”, 


also auch 


y’ ” 
=> f(e.)+~, 


wobei = eine ganze Zahl ist, da Z und die f(z,) ganz sind. 
Hagen i. W., 15. Juni 1920. 


(Eingegangen am 16. 7. 1920.) 














Mengen konvexer Kérper, die einen gemeinsamen 
Punkt enthalten. 


Von 


Johann Radon in Hamburg. 


Vor einigen Jahren wurde mir von dem Wiener Mathematiker 
E. Helly*) der folgende Satz mitgeteilt: 

Notwendig und hinreichend dafiir, daB konvexe Korper des n-dimen- 
sionalen Raumes in beliebiger Menge einen gemeinsamen Punkt besitzen, 
ist, daB je n+-1 Korper der Menge einen Punkt gemeinsam haben. 

Die wesentliche Schwierigkeit beim Beweise dieses Satzes liegt in 
seiner Bestatigung fiir konvexe Kérper in endlicher Anzahl. Da es mir 
vor kurzem gelungen ist, diesen Punkt in sehr einfacher Weise zu erledi- 
gen*), so erlaube ich mir, den schénen Hellyschen Satz unter Darlegung 
meines Beweises mitzuteilen. 

Zunachst ist festzustellen, daB unter einem konvexen Korper des R,, 
eine beschrdnkte, abgeschlossene und konvexe Punktmenge verstanden 
werden soll (die nicht notwendig innere Punkte zu besitzen braucht). 

Im Falle einer endlichen Anzahl ,,konvexer Kérper“ geniigt, wie aus 
dem Beweise hervorgehen wird, die Forderung der Konvezitdt allein. 
Im Falle einer unendlichen Menge ist die Abgeschlossenheit der ,,konvexen 
Kérper“ wesentlich, dagegen geniigt es, wie wir sehen werden, die Be- 
schranktheit nur von einem der Kérper zu fordern, um den Hellyschen 
Satz zu sichern. 

Wir beweisen zuerst den Hellyschen Satz fiir r Kérper unter der 


*) Seit 1915 in russischer Kriegsgefangenschaft 

Zusatz bei der Korrektur. Herr Dr. E. Helly ist Mitte November 1920 
nach Wien zuriickgekehrt; ein daraufhin erfolgter Briefwechsel mit dem Verfasser 
hat ergeben, daB der seinerzeit von Herrn Helly gefundene Beweis von dem des 
Verfassers wesentlich verschieden ist. 

*) Ich habe diesen Beweis bei der 86. Versammlung deutscher Naturforscher 
und Arzte in Nauheim vorgetragen. 
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Annahme, da8 er fiir r—12>n-+1 Kérper schon feststeht. Da fiir 
m-+1 Ké6rper die Aussage des Satzes trivial ist, haben wir damit den 
Beweis fiir jede endliche Menge erledigt. 

Die Koordinaten eines Punktes z unseres R, seien 2,, %,,..-, Z,; 
unsere konvexen Kérper mégen &,, ..., %, heiBen. 

Nach Voraussetzung haben die Kérper &,,..., ®;_,, ®:,,,---, 8, 
einen Punkt x gemein (¢=1,2,...,7). Wir setzen die linearen Glei- 
chungen an: 


> 428 = 0 (k=1,2,..., 2) 
t=1 
(1) 


r 


D4 =0. 
#=1 


Weil r >n-+ 1, laBt sich ein reelles Lésungssystem A,, ..., 4, finden, 
das nicht aus lauter Nullen besteht. Wir bezeichnen die Indizes jener i,, 
die > 0 sind, mit «, die der iibrigen mit § und setzen 4, = ue, Ag = — mg. 
Dann sind die ~; >0 und verschwinden nicht simtlich. Das System (1) 
l48t sich dann schreiben: 


- » Hat aad 


a = 7 > 0 
r) 


(2) 


Wir setzen nun: 


Der so definierte Punkt £ erscheint auf zweierlei Art als Schwer- 
punkt nicht negativer Massen, die einmal in den Punkten x, dann in 
den Punkten z” angebracht sind. Nun gehért jedes x sicher allen &, 
an, wegen der Konvexitét der Mengen &, gehért also auch & zu allen &,. 
Ebenso sieht man, daB é allen &, angehért, m. a. W. é ist allen &, ge- 
mein, womit der Beweis beendet ist. 


Um nun zu unendlichen Mengen iiberzugehen, behandeln wir zuerst 
den Fall einer abzahlbaren Menge &,, %,,... (die & sind nunmehr ab- 
geschlossen und beschrankt vorauszusetzen). Nach dem eben Bewiesenen 
unter den Voraussetzungen des Hellyschen Satzes der Durchschnitt 

= 8, ...8, nicht leer. Die M% sind also abgeschlossene, beschrankte, 
Po leere Mengen, deren jede in ‘der vorausgehenden enthalten ist, haben 
also einen Punkt gemein, der dann in allen &, vorkommt. 
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Liegt endlich eine beliebige Menge {&} konvexer Kérper vor, so be- 
zeichne §,, B,,--- die abzahlbare Menge der konvexen Polyeder mit ra- 
tionalen Ecken. Ferner verwenden wir das Blaschkesche ,,Nachbarschafts- 
maB“ N(,, R,) zweier konvexer Kérper*). Es erfiillt die Entfernungs- 
axiome eines ,,metrischen Raumes“ (Hausdorff*)), wie schon daraus folgt, 
da8 es mit Hausdorffis Entfernungsbegriff fiir abgeschlossene Punktmengen’®) 
identisch ist. 

Wir gehen nun die §,, f,,... der Reihe nach durch und wahlen 
unter allen Kérpern der Menge {8}, fiir welche N (#,, R) < B ist, einen 
bestimmten $; , aus, falls es iiberhaupt solche gibt. Man sieht sofort, 
daB die &; , eine abzihlbare Teilmenge von {8} bilden, die wir mit 
R* , RS, ... bezeichnen. 

Nach dem frither Bewiesenen haben die &, sicher einen Punkt z ge- 
mein, sobald {&%} das Hellysche Kriterium erfillt. Sei nun & ein belie- 
biges Element von {%}. Wir kénnen & durch eine Folge ¥, , f,,, .-- 
so approximieren, daB 


N(&, Bs,) <<: 


Folglich existiert %,, ;= R,, und nach dem Dreiecksaxiom der me- 
trischen Raume gilt: 

2 

N(&,,, R) SN (Ln, i» Ba,) +N (Pry» K) < F- 


+ 


Die Entfernung des Punktes z von & ist daher auch < me und weil 
# beliebig groB genommen werden kann, folgt, daB jeder Kérper & den 
Punkt z enthalt. Damit ist der Beweis des Hellyschen Satzes erbracht. 

Will man die Forderung der Beschrinktheit bloB an einen Kérper &, 
von {S} stellen, so braucht man von vornherein bloB die Menge {®8,} 
zu betrachten und befindet sich in dem eben erledigten Falle. 





*) W. Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig 1916, 8S. 60. 
*) Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 211. 
5) Ebenda, 8. 293. 


(Eingegangen am 19. 10. 1920.) 











Uber die singuliren Randpunkte eines konvexen 
Kérpers’). 
Von 


K. Reidemeister in Hamburg. 


& sei ein konvexer Kérper mit der Oberflache R, 8 eine Kugel mit 
dem Mittelpunkt P, und mit der Oberfliche , welche & im Innern 
enthalt, und jedem Punkte P von ft sei umkehrbar eindeutig ein Punkt z 
von © durch Projektion von P, aus, der im Innern von & liege, zugeordnet. 
Dann ist das Lebesquesche Ma der Punktmenge { in ©, welche alle 
und nur die Punkte x, und x, enthdlt, die Bildpunkte von Kanten- 
punkten P, und Eckpunkten P, sind, gleich null. 

Zunichst seien folgende Zeichen eingefiihrt: Die einem jeden Kanten- 
punkt P, zugeordnete ausgezeichnete Gerade, welche allen Stiitzebenen 
durch P, gemeinsam ist, heiBe g,. Der Winkel der Extremalstiitzebenen 
durch P,, welche & enthilt, heiBt «,. Die abzaihlbar vielen Geraden 
durch einen Eckpunkt P,, welche simtliche Kantenpunkte aus der Ober- 
flache des Projektionsraumes von P, enthalten, mégen mit g,,,9,9,---> 
die bzw. zu diesen Geraden gehérigen Winkel der Extremalstiitzebenen mit 
“,,,%,q,--- bezeichnet werden. Es gibt nur endlich viele «,, < a, < 180°. 

Der Beweis beruht im wesentlichen auf den beiden folgenden Satzen: 
1. Konvergiert die Punktfolge P,, P,,... gegen P und ist a,,a,,.. 
eine Folge von Stiitzebenen von P,, P, usw., so sind die Haufungselemente 
der Folge a,,a,,... Stiitzebenen durch P; und zwar solche, die minde- 
stens eine Gerade mit dem Projektionsraummantel von P gemeinsam haben. 

2. Ist P,, P,,... eime Folge gegen P konvergierender Punkte, deren 
Projektionsriume je mindestens eine g, oder g,, enthalten, sind diesen 
Geraden g,.g,,... bzw. die Winkel «,,a,,... zugeordnet und bleibt 


«1? 


49 "39 


*) Uber die Nomenklatur vgl. Minkowski, ,Zur Theorie der konvexen Kérper“ 
(§ 18-15), Ges. Werke 2, S. 161-170. Vgl. ferner W. Blaschke, ,Kreis und Kugel“ 
1916, 8. 82. 
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stets «,<a,, so muf auch P mindestens eine g, (oder g,,) besitzen, 
der ein Winkel «<a, zugeordnet ist und die Hdufungselement der 
Menge 9,,92,--- st. 

Der erste Satz leuchtet unmittelbar ein, der zweite la8t sich leicht 
aus dem ersten folgern. 

Sei nunmehr fj, die Menge derjenigen Punkte in , welche Bild- 
punkte von solchen P, und P, sind, die mindestens eine g, bzw. g,,, mit 
den zugeordneten Winkeln a, bzw. «,, besitzen derart, daB a,<«,, 
@,, %, < 180° ist. Nach Satz 2 ist j, abgeschlossen. Sei 2, das Bild 
eines P, und y, der Hauptkreis durch z,, der durch die durch P, und g, 
gehende Ebene auf  ausgeschnitten wird. Seien #2, und f, zwei weitere 
Hauptkreise durch 2,, welche mit y, den spitzen Winkel « bilden. Der 
Winkelraum (f,, Br), der y, enthalt, heiBe Winkelraum (1), der komple- 
mentare Winkelraum (2). Dann kann ich zu jedem « ein gréBtes 0, 80 
bestimmen, da8 innerhalb der mit dem Radius 9, um 2, geschlagenen 
Kugel alle Punkte von j, innerhalb des Winkelraumes (1) liegen. Denn 
angenommen, es gabe in (2) eine Folge P,, P,,... aus j,, die gegen P, 
konvergierte, so miiBten sich g,,g,,... nach Satz 2 gegen g, hiufen und 
die Extremalstiitzebenen von P,, P,,... wiirden zu Haufungselementen 
solche Ebenen durch g, besitzen, die innere Punkte von § enthalten. 
Analog bestimme ich zu jedem z, ein 9,. An Stelle des einen Winkel- 
raumes (1) treten fiir z, endlich viele Winkelraume. Nun sei zu einem 
festen e fiir jeden Punkt von j, ein solches 0, bzw. 0, bestimmt; da die 
Menge j, abgeschlossen und die 9, bzw. 0, stetige Funktionen der x, bzw. 
x, sind, gibt es einen kleinsten Radius 45 unter ihnen. Jedem Punkt x, 
und 2, werde als Umgebung das innerhalb der Kugel mit dem Radius 6 
um 2,(2,) liegende Gebiet von © zugeordnet. Dann reichen endlich viele 
dieser Gebiete aus, um j, zu iiberdecken. Ist 2, und 2, Mittelpunkt eines 
solchen Gebietes, so kénnen wir die endlich vielen Umgebungen stets so 
ausgewahit denken, daB die Entfernung z,7,>0 ist. Mithin haben die 
um dieselben endlich vielen Mittelpunkte der zur Uberdeckung von jf, be- 
benutzten Gebiete mit dem Radius - geschlagenen Kugeln keine inneren 
Punkte gemeinsam, so da8 sich die Ungleichung 


3\* 2 2 R 

0(3)n-a(3) <4aR’, n-d°< 457 
ergibt, wo R der Radius der Kugel §, n die Anzahl der zur Uberdeckung 
von j, benutzten Gebiete und #(4) eine Funktion von 4 ist, fiir die 


lim #(6) = 1 und #(6)>0, wenn 6 < 2R, gilt. 
j= 


Nun schneiden wir aus jeder Umgebung diejenigen Winkelriume 
heraus, welche sicher keine Punkte von {, erhalten. Dadurch erhalten 
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wir ein {, iiberdeckendes Gebiet von dem Inhalte n-7-3° < 4n-gtps wo 
7 nur von ¢ abhingt und mit ¢ unendlich klein wird. Mithin ist das 
Inhaltsma8 von jf, gleich null. 

Folglich ist das Lebesguesche Ma8 von f gleich null. Denn ist 
«, <a, <... eine Folge von Zahlen, welche gegen 180 konvergiert, und 
«,< 180, so kann ich jedem «a, ein {, zuordnen, dessen Inhaltsma8 
gleich null ist. 

Verstehe ich unter j, die abzahlbar vielen z,, fiir die der Projek- 
tionsraum von P, keine Kantenpunkte als Randpunkte enthalt, und unter 
(j,, —f{,-1) die Punkte, welche in j,, aber nicht in f,_, enthalten sind, 
so ist f={,+),+(f,—{,) +---, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Der in ,,Kreis und Kugel‘*) angedeutete Beweis beruht auf der Tat- 


sache, daB die partielle Abteilung *f einer konvexen Funktion f(z, y) 


Oz 


stetig als Funktion von z und y ist, sobald sie es als Funktion von z 
allein ist — was sich aus denselben Uberlegungen, die zu Satz 2 dieser 
Note fiihrten, ergibt — und erfolgt dann sehr kurz unter Benutzung 
eines Satzes von Fubini. 

Daneben verdient der hier gegebene Beweis Beachtung nicht nur, 
weil er mit elementaren Hilfsmitteln auskommt, sondern weil sich aus 
ihm auch sofort noch folgendes ergibt: 


Ist ¢ eine stetige Folge von Kantenpunkten, 80 besitzt ¢ stetige Tan- 
genten; die g, eines P, ist Tangente an die hdchstens abzdahlbar vielen 
Kurven c, welche durch P,, hindurchgehen. 


*) Siehe Anm. *). 


(Eingegangen am 9. 11. 1920.) 








Uber de la Vallée Poussins Ober- und Unterfunktionen 
einfacher Integrale und die Integraldefinition von Perron’). 


Von 


Heinrich Hake in Diisseldorf. 


Bei einer im Intervall (a, b) stetigen Funktion f(x) ist F(x) = ff (t)dt 


Stammfunktion von f(z) insofern, als F’(x) = f(z) in (a, 6) ausnahms- 
los gilt. Doch nicht bei jeder nach Riemann integrablen Funktion, ge- 
schweige denn bei jeder (nach Lebesgue) summierbaren, ist F(x) auch 
nur in dem Sinne Stammfunktion von f(x), daB f(z) = DF (zx) *) fiir 
das Definitionsintervall durchweg zu erreichen ware mit einem speziellen 
unter den Werten, welche der betreffenden Stelle durch Derivation des 
F (x) zugeordnet werden kénnen. Wohl aber hat C. de la Vallée Poussin 
gezeigt *): Ist f(z) summierbar iiber das Intervall (a,b), so gibt es 
totalstetige **) Funktionen F, (x) und F,(z), die F (x) mit vorgeschriebener 
Genauigkeit gleichmaBig approximieren ; dabei sind alle Derivierten von F,, (7) 
groBer als f(x) an denjenigen Stellen, an welchen f(z) nicht positiv 
unendlich ist; die Derivierten von F,(z) sind kleiner als f(z), wo f(x) 
nicht negativ unendlich ist. 

In Analogie zu diesem Ergebnis, aber unabhangig von einem vorher 
festgelegten Integralbegriff fiihre ich in §1 ,,Ober- und. Unterfunktionen 


) Die vorliegende Darstellung ist ein Auszug aus einer Arbeit, zu der ich von 
Herrn Prof. H. Hahn veranla8t wurde, und die von der Philosophischen Fakultat der 
Universitat Bonn als Dissertation angenommen ist. 

®) Zur Bezeichnung der Derivierten einer Funktion setzen wir vor das Funktions- 
zeichen als Operatoren D, D+, D, oder D*. je nachdem von den Derivierten an 
der betrachteten Stelle eine vdéllig willkiirliche, eine beliebige rechtsseitige, die rechts- 
seitige untere oder die rechtsseitige obere gemeint ist. 

%) C. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue. Fonctions d’ensemble. Classes 
de Baire (Paris 1916), 8. 74. 

8*) Uber diesen Begriff vgl. etwa H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen 1, 
8. 523. 
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za einer Funktion f(z)“ ein und benutze umgekehrt — in Verallgemeine- 
rung einer Definition von O. Perron‘) — diese ,,adjungierten Funktionen “ 
zu einer Integraldefinition S. Ein Spezialfall S* der Definition S erweist 
sich als aquivalent mit dem Begriff der Summierbarkeit. Die allgemeine 
Definition S dagegen beherrscht unmittelbar auch Funktionen, die nicht 
summierbar sind, bei denen vielmehr erst ,, uneigentliche Integrale“ de- 
finiert werden durch Verbindung besonderer konvergenter Prozesse mit 
denen der Lebesgueschen Integration. Nach Dini®), Harnack*), Denjoy’) 
sind die Methoden benannt, durch die uneigentliche Integrale der Typen 
DiL, HaL, DeL definiert werden. Da8B jede Funktion, der im Sinne 
einer dieser drei Integraldefinitionen ein Integralwert zukommt, auch 
integrabel ist im Sinne der Definition S, wird in den §§ 2, 3, 4 bewiesen. 
Dies Ergebnis kann, weil Integrale Di L und HaL spezielle Integrale DeL 
sind, zusammenfassend als Unterordnung der Integrale DeL unter die 
Definition S bezeichnet werden. Offen bleibt die Frage, ob vielleicht 
auch umgehrt jede S-integrable Funktion integrabel ist im Sinne der 
Definition DeL. 


§ 1. 
Eine Oberfunktion O(x) einer im Intervall (a, b) definierten Funk- 
tion f(z) wird charakterisiert durch die folgenden Bedingungen: 


(Ia) O(a) ist stetig in (a, 5). 
(Ila) D,O(x) + — co gilt in (a, b) ausnahmslos. 


(IIIa) D,O(z)>f(zx) gilt in (a,b) bis auf eine (vca O(x) ab- 
hangige) Menge vom Mae Null. 


(IVa) O(a)=0 ist der Anfangswert der Funktion O(2). 


Bei den Forderungen, die eine Unterfunktion U(x) zu f(z) charak- 
terisieren, heiBt es unter (IIb) D*U(z)+-+co und unter (IIIb) 
D* U(x) < f(z). 


*) O. Perron, Heidelberger Ber., Math.-nat. Kl]. Abt. A (1914), 14. Abh. — Auf 
H. Bauer, Monatsh. f. Math. u. Phys. 26 (1915), 8.153, wurde ich erst wiahrend des 
Druckes aufmerksam. 

5) U. Dini, Grundlagen fiir eine Theorie einer voranderlichen reellen GréBe 
(deutsch von J. Liiroth und A. Schepp, Leipzig 1892), 8. 404. — A. Schoenflies, Die 
Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten. 1. T. (Leipzig 1900), S. 184. 

*) A. Harnack, Math. Ann. 24 (1880), S. 220. — C. Jordan, Cours d’analyse 
(2. Aufl.) 2 (Paris 1894), 8.50. — E. H. Moore, Trans. Amer. Math. Soc. 2 (1901), 8S. 296. 

*") A. Denjoy, C. R. 154 (1912), 8. 859. — Neuerdings hat Denjoy sich sehr ein- 
gehend mit diesem Gegenstande befaBt (Journ. de math. (7) 1 (1915), S.105; Bull. 
soc. math. 48 (1915), S. 161; Ann. Ec, Norm. (3)°88 (1916), 8.127. Doch waren mir 
die Arbeiten zur Zeit der Fertigstellung dieser Abhandlung unzuginglich. 
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Ober- und Unterfunktionen werden mit gemeinsamem Namen als 
adjungierte Funktionen (zu f(x) in (a, b)) bezeichnet. 

f(a) heiBt integrabel (im Sinne der Definition) S im Intervall <a, b), 
wenn zu beliebig vorgegebenem « (> 0) eine Oberfunktion O(z) und eine 
Unterfunktion U(x) der Art existieren, daB ihre Hndwerte der Ein- 
schlieBung 


(Vv) 0<0(b)—U(b)<e 
geniigen. — Wir werden sehen, daB aus dieser Bedingung der Endwerte 
fiir das ganze Intervall <a, b) folgt: 

0<O(xz)—U(2)<e. 

Diese Integraldefinition rechtfertigen wir durch den Nachweis, daB 
ihre Bedingungen im Intervall (a, 6) eindeutig eine Funktion S(z), die 
Integralfunktion, bestimmen, die wir auch mit Sf(f) bezeichnen. 

Nach (II) gilt in (a, 6) fiir irgendwelche rechtsseitigen Derivierten 
adjungierter Funktionen D+ O(z) + — co und D+ U(x) ++ co ausnahms- 
los. Gleichzeitige Derivierte zweier Funktionen O(z), U(x) sind also nie 
von gleichem Vorzeichen unendlich; iiber geeignet gewahlte solcher Deri- 
vierten D+ O(z), D+U(az) aber kann man schlieBen: 
is D,{O(x) —U(z)} = D+ O(2) — D+U(z) 

> D, O(x) — D* U(z). 
Aus der mit (III) gegebenen EinschlieBung 


D,O(z)>f(z)=D* U(x), 
in (a, 6) giiltig bis auf eine Menge 3% vom MaBe Null, ergibt sich 
(2) D,O(z)—D* U(x) >0 


in demselben Umfange; wegen (II) gilt D, O(2) — D* U(x) > — co aus- 
nahmslos. Aus (1) und (2) ist 

(3) D,{O(z)—U(z)}20 

fiir das Intervall (a@,6) unmittelbar bis auf die Menge % mu folgern. 
Damit*) aber ist, weil 3 das Ma8 Null hat, die ausnahmslose Giiltigkeit 
von (3) gegeben. Die Differenz zwischen einer beliebigen Oberfunktion 
und einer beliebigen Unterfunktion wdchst also monoton im Definitions- 
intervall. Diese Bemerkung zusammen mit der Bedingung (IV) der An- 
fangswerte er ibt fiir ganz <a, 6) die EinschlieBung 


(4) 0S O(x) — U(x) 5 0(b) — (6); 


*) Vgl. C. de la Vallée Poussin, Cours d’analyse infinitésimale 1° (Louvain 1909), 
8. 80. 
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die untere Abschitzung fiir sich besagt, daB eine Oberfunktion nie eine 
Unterfunktion untertrifft: O(x) > U(x). 

Nach (4) besagt die Integrabilititsbedingung (V): Zu beliebigem 
positiven ¢ existiert ein Paar adjungierter Funktionen, das der Ein- 
schlieBung 
(5) 0<O(xz)—U(x)<e 
gleichmaBig in ganz (a,b) geniigt. Damit ist die Hxistenz einer und 
nur einer ,,Schnittfunktion“ S(x) gegeben, die mit jeder Ober- und jeder 
Unterfunktion der EinschlieBung 
(6) O(z) >8(z)>U(z) 


geniigt. 

€,5 +++) &» ++. Sel eine gegen Null konvergierende Folge positiver 
Zahlen. Ist f(z) integrabel S, so kann man dieser Zahlenfolge je eine 
Folge von Ober- und Unterfunktionen ; 


(7) O,(z), U,(z) (k=1, 2,...) 
so zugeordnet denken, da8 
(8) 0,(6) — U,(b) < «, 


und damit nach (5) und (6) auch 
9 ioe ee < & 

(9) 0<S(z) —U,(z)<e, 

in ganz (a,6) gilt. Die Folge der O,(z) konvergiert also in (a, 6) 
gleichmaBig gegen S(z) von oben, die der U,(z) ebenso von unten. Ver- 
mége der gleichmaBigen Konvergenz iibertrigt sich die Stetigkeit der 
adjungierten Funktionen unmittelbar auf die Grenzfunktion: Die Integral- 
funktion einer S-integrablen Funktion ist stetig im Definitionsintervall. 

Da jede Differenz O(x) — U,(z) (in dieser bedeutet O(z) eine be- 
liebig fixierte Oberfunktion und U,(xz) eine in der Folge der Unterfunk- 
tionen aus (7) variable Unterfunktion) monoton wichst im Intervall (a, 5), 
80 wdachst ebenfalls monoton die Differenz O (x) — S(zx) = O(z) — Tn U, (z). 
Das gleiche gilt von der Differenz zwischen der Integralfunktion und einer 
beliebigen Unterfunktion. 

Wir spezialisieren die Integraldefinition S dadurch zur Definition 8", 
da8 wir die oben aufgefiihrten charakteristischen Bedingungen der Funk- 
tionen O(z) und U(x) durch engere ersetzen. 

Oberfunktion im engeren Sinne soll- eine Funktion O*(x) heiGen, 
wenn sie folgenden Bedingungen geniigt: 
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(I*a) O*(x) ist totalstetig in <a, b>. 
(II*a) D,O*(x)+ —co 
(III*s) D,0*(2)>f(2) 
(IV*a) O*(a)=0 ist der Anfangswert der Funktion 0*(z2). 

In den fiir eine Unterfunktion U* (2) (zu f(x) in (a, b>) charak- 
teristischen Bedingungen heiSt es dagegen unter (II*b) D* U* (x) ++ co 
und unter (III*b) D*U*(z) < f(z). 

Ist f(x) integrabel im Sinne der Definition S* — die Bedingung (V) 
bleibt ungeindert —, so ist die Integralfunktion S*(x) nicht nur stetig 
wie die Funktion S(z) im allgemeinen Falle, sondern totalstetig wie die 
speziellen adjungierten Funktionen der Definition S*. 

Fiir den Beweis denke man sich in (a, 6) eine endliche Menge von 
paarweis fremden Teilintervallen <c,,d,,>).(m==1, ..., M) in solcher 
Bezeichnung, daB c,, < d,, gilt bei jedem einzelnen m und Cy: < ¢,”, wenn 
m'<m” ist. Fir ein beliebiges Paar adjungierter Funktionen schlieBt 
man (ohne zuniachst die Teilintervalle einer weiteren Beschrinkung zu 
unterwerfen ) 


gelten in (a, 6) ausnahmslos. 


M 
0< > {(0*(d,,) — 8*(d,,)) — (O*(c,,) — 8*(c,,))} 


(10) ae’ 


< 5 {(0*(d,,) —U*(d,,)) — (0% (c,.) —U* (c,,))} - 
m=1 
Weil nun aber O* (x) — U*(z) als Differenz totalstetiger Funktionen total- 
stetig ist, kann man bei beliebig vorgegebenem 7 (> 0) 


M 
(11) 0< > {(0*(d,) —U*(d,,)) — (O* (c,,) —U*(c,))} <9 


m=1 


immer dadurch erreichen, daB man die Gesamtlange der Teilintervalle 
M 


passend beschrankt: a (d,, — ¢,,) <6(). Durch diese Beschrinkung ist 
m=1 


dann nach (10) gleichzeitig 


M 
(12) o< S'{(0*%(d,) —S8*(d,)) —(O*(c,) — 8*(c,))} <0 


m=1 


gesichert. Es ist also O*(x) — S*(x) totalstetig, und somit auch 
S* (x) = O*(x) — {O* (x) — 8*(z)}. 


Daraus, da8 die Integralfunktion einer S*-integrablen Funktion total- 
stetig ist, werden wir schlieBen: Hine Funktion f(x), die im (a,b) 
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integrabel ist im Sinne der Definition S*, ist auch summierbar iiber 
(a,b), und zwar bestimmt die Definition S* dieselbe Integralfunktion 
wie die Lebesguesche Definition. 

Es seien namlich O.(x) und U,'(x) (n=1, 2,...) zwei Folgen 
spezieller Ober- bzw. Unterfunktionen der Art, daB sowohl die 0,°(b) wie 
die U,(b) gegen S*(b) konvergieren. Da nicht nur jedes O,(x) und 
jedes U,*(x), sondern auch S*(z) in (a, 6) totalstetig ist und mithin, 
nach einem bekannten Satze von Lebesgue, iiberall in (a,b), abgesehen 
von einer Menge des MaBes Null, eine eindeutige, endliche Derivierte 
besitzt, so gibt es in diesem Intervall eine Teilmenge %, auf der alle 
genannten Funktionen eine eindeutige, endliche Derivierte besitzen, und 
deren Komplement © (in bezug auf (a,6)) das MaB Null hat. Auf $ 
st (III*) in der Form 


(18) On (x) >f(z)> Ue" (x) 
zu schreiben; aus 
On (2”) — On (x’) > 8*(x”) — 8*(x’) > UN (x”) — US (2’) 


(a@S2’S2" <b) 
folgt ebendort 


(14) On (x) = 8*"(x) > UN" (2) 
Definiert man ferner auf der Menge § eine Funktion g(x) als untere 
Schranke der O,°’(z) und ein w(x) als obere Schranke der U,"’(z), so 
gelten auch fiir diese auf % meBbaren Funktionen die EinschlieBungen 
y(z)2f(z) jSy(z) 

p(x) > Se (x) >y(z). 
In der Menge § charakterisieren wir eine Teilmenge R = R(e) durch die 
Bedingung 
(16) ¢(z)—y(z)2e, 


in der go eine beliebige positive Zahl bedeutet. Dieses Rt ist enthalten 
in jeder Teilmenge R, (n = 1, 2,...) von $, die durch 


(15) 


(17 On" (x) — Us" (x) >0 
c .a«verisiert ist. Fir die Folge der ®, gilt nun jim 1 m (R,,) =0. (Wire 


namlich, bei ingend einem F nngeee™ o, m(R,) te o “fir unendlich viele », 
so ware fiir diese auch 0,*(b) — Us (b)> p-o, entgegen der vorausge- 
setzten Konvergenz der O,°(b) wl U, (b) gegen S*(b).) Wenn aber 
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lim m(R,) = 0 ist, hat R(e) das MaB Null. Weil das positive g beliebig 
idein gewahlt werden kann, gilt auch 
(18) p(x) = (2) 
bis auf eine Teilmenge © von %, die das MaB Null hat. Damit ist 
(19) f(z) = 8*'(z) 


in (a, b) bis auf O+ O, eine Menge vom MaBe Null, bewiesen; es gilt 
daher 


(20) S*(x)= f f(t)dt. 


im Sinne einer Integration nach Lebesgue. 


In dem Nachweis, daB die Integraldefinition S* und der Begriff der 
Summierbarkeit dquivalent sind, bleibt noch zu zeigen: Ist f(x) summier- 
bar iiber das Intervall (a,b), so ist f(x) dort auch integrabel im Sinne 


der Definition S*, und es ist wieder f f(t)dt = 8*(z). 


Diese Behauptung ist bewiesen, wenn wir zwei Folgen von Funktionen 
Ox (x), U,'(x) angeben kénnen, deren Elemente einzeln zu f(x) (im 


engeren Sinne) adjungiert sind, und die als Folgen gegen F(x) = f f(t) dt 


a 
konvergieren. Das Gewiinschte leisten nun gerade die Funktionen, welche 
C. de la Vallée Poussin als ,, Majoranten und Minoranten zu unbestimmten 
Integralen“ eingefiihrt hat; wir haben nur die allgemeine Konstruktion 
von de la Vallée Poussin®) fiir den eindimensionalen Fall zu spezialisieren : 

F(x) hat in (a, 6) eine eindeutige, endliche und mit f(z) iiberein- 
stimmende Derivierte bis auf eine Menge vom Mae Null; die (in diesem 
Sinne) singulare Teilmenge des Intervalls werde mit © bezeichnet. {o,} 
sei eine absteigend gegen Null konvergierende Folge positiver Zahlen; 
ihre Reihe sei konvergent, o der Summenwert. Der Folge der o, wird 
zugeordnet gedacht eine ineinandergeschachtelte Folge offener, © ein- 
schlieBender Mengen €, von der Beschaffenheit, daB 


(21) m(€,) < 40,, J \f(t)\at< 30, 
ist. Mit diesen Mengen ©, definieren wir die Funktionen 


*) Vgl. C. de la Vallée Poussin, Intégrales etc., 8.75, wo die folgenden Angaben 
ausgefiibrt und begriindet sind. 
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G,(x) = m(<a, x) - ,) 2°) 
H,(x) ak J irteyiae 





(22) @(2) = S'4,(2) (0 <G(2) <}o) 
H(z) = 3H, (2) (0< H(z) < jo). 


Die zwei Funktionenfolgen 


O3 (x) = F(x) + — {(z7—a)+@(z)+H(2)} 
(23) ‘ (a= 1,2...) 
Us(z) = F(z) — = {(x—a) + @(2z)+H(2)} 


sind dann von der verlangten Art. Insbesondere ist jedes Of (x) wie 
jedes Uf (zx) totalstetig. Ferner gilt fiir beliebige Derivierte auf © 


(24) DO3(z2)=+c0, DUZ(z)=——a~, 

auf der Komplementaérmenge von © aber 

(25) DOx(z)>f(2),  DUs(z)<f(#). 
§ 2. 


Eine im Intervall <a, 6) definierte Funktion f(z) heiBt swmmierbar 
an der Stelle r, wenn ein Teilintervall <r’, r”) existiert, zu dessen inneren 
Punkten r gehért, und iiber das f(z) summierbar ist. Eine Stelle, an 
der f(z) nicht summierbar ist, heiBt singuldr. Die Menge der singuliren 
Stellen wird mit © bezeichnet, ihre Komplementirmenge in bezug auf 
(a,b) mit R. Die Menge © ist ihrem Begriffe nach abgeschlossen. 
R besteht daher aus einer abzihlbaren Menge von offenen ,,komplemen- 
téren“* Intervallen; iiber jedes Intervall, das ganz im Innern eines kom- 
plementaren liegt, ist f(z) summierbar. 

Bei dem DiL-ProzeB*™) wird die singulire Menge © als abzdhlbar 
vorausgesetzt. Damit existiert eine Ordinalzahl » der Art, daB die Ab- 





) m(<a, z)-G,) bezeichnet das Ma des Durchschnitts vom Intervall (a, x) 
mit der Menge &,. 

™) In § 4 wird derselbe ProzeB unter allgemeineren Voraussetzungen angewandt. 
Wir kénnen uns dort kurz fassen, wenn wir schon hier beachten, wie in die Be- 
dingungen des Integralbegrifis DiI von der Summierbarkeit nicht mehr eingeht als 
die Tatsache, daB eine iiber (a,b) summierbare Funktion f(z) eine stetige Integral- 


= 
funktion f f(t) dt bestimmt. — Die gleiche Bemerkung gilt fiir den Harnackschen 
a 


ProzeB, der in § 3 zu einer unmittelbaren Erweiterung des Begriffs der Summierbar- 
keit dient und in § 4 wieder unter allgomeineren Voraussetzungen angewandt wird. 
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leitung © leer ist. Bedeutet © die erste yerschwindende Ableitung, 
so ist » nicht Limeszahl; es gibt eine Ableitung S”-", und diese besteht 
aus endlich vielen Punkten. 

Hierauf beruht die Definition der Integrale DiL durch transfinite 
Induktion. Ein Di L-Integral iiber ein Intervall <a,, 5,), das frei ist von 
Punkten aus ©, ist nichts anderes als ein Lebesguesches. Fiir ein 
Intervall (a,,b,), in dem 6” mit einem o<1<» verschwindet, wird 
die Definition des Integrals als gegeben angenommen (Voraussetzung des 
Induktionsschlusses). Fiir den Schlu8 auf + denke man sich ein Inter- 
vall <a,,b,), in dem 6, aber kein 6” (o<r) leer ist. Von 6"~” 
enthalte das Intervall die Punkte s; (¢—1,...,J) im Innern; die 
Intervallendpunkte gehéren méglicherweise auch zu 6“~” 


(1) G, = & <8, <<... < 8s < 0741 = 5,. 
Bedingung fiir die Existenz von DiLj*(f) ist dann dies: 
1. In jedem Intervall <x;,2,,,), das ganz im Innern von (&,, ,,,) 
liegt, existiert Di Lz{+1(f) als endlicher Wert. 
2. Zu jedem Intervall (s,, 8,,,) gehdrt ein eindeutig bestimmter end- 
licher Grenzwert 
Dili (f)= lim DiLHt(f). 


2 > 8,+0 
> %4,-0 


Der Wert des Integrals iiber (a,, 6,) wird definiert durch 


J 
(2) Di Le: (f) =D) DiLis+'(f)- 
#=0 

Mit DiL?(f) existiert auch DiL%(f) fiir jedes x in (a,b), und 
zwar ist die Integralfunktion 
(3) F(x) = DiL;(f) 
stetig in ihrem Definitionsintervall. 

Gegenstand dieses Paragraphen ist nun der Beweis des Satzes: 

Eine Funktion f(x), fiir die DiL?(f) existiert, ist auch integrabel 
im Sinne der Definition S, und beide Definitionen bestimmen dieselbe 
Integralfunktion. 

Der Beweis ist erbracht, wenn man einer Funktion f(z), fiir die 
DiL}(f) existiert, bei beliebig vorgegebenem « (> 0) ein Paar von Funk- 
tionen O(z), U(x) so zuordnen kann, da diese alle Eigenschaften einer 
Ober- bzw. Unterfunktion besitzen, und daB sie die Integralfunktion F(x) 
in (a,b) approximieren, wie es durch die EinschlieBungen 
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0< O(z) — F(z) < 
(4) 
0< F(z) — U(z)< 


col™ col 


beschrieben wird. Ein O(z) der verlangten Art ist mit F(x) -+ Z(x) ge- 
funden, wenn die Zusatzfunktion Z(z) den folgenden Forderungen geniigt: 
Z(z) ist stetig in (a,b), hat den Anfangswert Null: Z(a)=0, wiichst 
monoton: D,Z(z)>0, bleibt mit seinem Endwert unter der Schranke 3: 
Z(b)< 5 und bewirkt in der Summe O(2) = F(z) + Z(z) ausnahmslose 
Giiltigkeit von D,O(z)+ —co und Giiltigkeit von D, O(z)>f(zx) bis 
auf die Menge ©. Der Hxistenzbeweis fiir ein Z(x) mit diesen Eigen- 
schaften aber verliuft — der Integraldefinition entsprechend — in trans- 
finiter Induktion. 

Wie fiir ein singularitdtenfreies Intervall (a,, 6.) eine geeignete 
Zusatzfunktion zu gewinnen ist, wurde in § 1 angegeben™). Fiir ein 
Intervall (a,, b,) wird vorausgesetzt: Ist F,(x) = Dil, (f) und e,(> 0) 
eine im iibrigen beliebig vorgegebene Zahl, so existiert eine stetige Zusatz- 
funktion 2,(z), die selbst die folgenden Eigenschaften hat 





(5) Z(a.)=9, D,Z(2)20, Z.(b)<F 

und in der Summe O,(2) = F,(z)+ Z,(z) ausnahmslose Giiltigkeit von 
(6) D,0,(2) + — 

sichert, wahrend 

(7) D,O,(x) > f(x) 


bis auf diejenigen Stellen aus (a, b) gilt, die zu G gehéren. Der Schluf 
auf t besteht in der Konstruktion einer Funktion Z,(x), die als Zusatz- 
funktion von F,( 2) = Dili,(f) im Intervall (a, , 6.) leistet, was von Z,(z) 
fiir (a,, 6.) vorausgesetzt wird. 

Um diese Voraussetzungen fiir die Konstruktion von Z,(z) in 
(8, +1) = (@,, 6.) in durechsichtiger Darstellung ausnutzen zu kénnen, 
legen wir in jedes Intervall <s;, 8;,,) zwei Folgen von Teilpunkten 
a’, &” (n= 0,1, 2,...), deren Elemente folgendermaBen definiert sind: 


#2) Was hier durch die Beziehung auf § 1 gewonnen wird, das ist fiir die ent- 
sprechenden Uberlegungen des § 4, mit denen im Existenzbeweise fiir adjungierte 
Funktionen der Schlu8 auf y vollzogen wird, durch die Voraussetzungen dieses 
Schlusses gegeben; mit dem Unterschiede freilich, daB an die Stelle der hier noch 
ausnahmslos giiltigen Abschitzung D,0O,(x)>f(x) dort eine solche tritt, die von 
vornherein nur bis auf eine Menge vom MaBe Null gesichert ist. 
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of = bf” = m, = 3 (8, + 841) 
(8) aj” = 3(s,+a{"~”) 
bf a mr | 2( a + lied 
Ausgehend von den Intervallen dieser Teilung brauchen wir weiterhin 
Integrale Di (mit variabler oberer Grenze) in sukzessive ausgedehnten 


Intervallen; dementsprechend fiihren wir im voraus fiir die zugehdrigen 
Integralfunktionen Bezeichnungen ein wie folgt: 


Bi" (x) = DL ao+n (f) in <a! Pre (a), 


(m= 1, 2,...). 


(9) V,(") = DiL,(f) in (8,, m,) 
s V,(z) in (8;, m,;)> 
— V,(m,) in <mM,, 8,,,). 
Haben die Funktionszeichen (xz), W,(z), %,(z) entsprechende Be- 
deutung: 
~~ Wl" (x)= DiLjw(f) in cb”, B(**”) 
(10) W, (a) = DiLy,(f) in <m;, 8,41) 
wa) —[%AI=9 cm 
so gilt fiir i(#) mm (M;, 844); 
(11) B(x) = Di Li, (f) 
in (8;, 8,,,) die Darstellung 
(12) Bi(z) = B(x) + B,(z). 


Die Funktion Z,(z), fiir welche eine Schranke }¢,(> 0) vorgegeben 
zu denken ist, gewinnen wir durch Superposition von Funktionenfolgen 
und Funktionen in endlicher Anzahl. Um diese bei ihrer Einfiihrung 
passend zu beschrinken, geben wir uns zwei Folgen positiver Zahlen 
a”, p™ (m=0,1,2,...) derart vor, daB jede éine konvergente Reihe 
bildet und 


(13) ya 


gilt. = 








(n) 
* €r, °é 
3°. yer >" < <3 rey 


n=0 


Mit einem Intervall <a\"*", ai”) sind wir im Falle der Voraus- 
setzung unseres Induktionsschlusses. Zu a” existiert demnach eine stetige 
Zusatzfunktion U{" (x) (zur Integralfunktion B;"(x)), die den folgenden 
Gleichungen und Ungleichungen 

i"(ay"*”) —0 : D, 5" (x) > 0 . a” ( a;{”) < a™ 
(14) } D, {Bi (x) + W"(x)} + — co 
D,{ Bi" (x) + MW (x)} > f(z) 


Mathematische Annalen. 83. 9 
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geniigt, von denen die letzte aber nur bis auf die in <a;"*”, aj”) ge- 
legenen Stellen der Menge © gesichert ist. Definiert man dann 





a” (a**”) =@ in <8;, a**") 
A(x) = } Ui" (2) in <al**”, af”) 
(15) u;” (ay”) in <a,”, m,) 
A(z) = S'Af"(2), 
n=0 


so iibertrigt sich auf A,(x) die Monotonie und Stetigkeit der Glied- 
funktionen. Auch jede Funktion 


_ fA,(z) in ¢8,,m,) 
(16) a(2)— | 4) in (m,, 8.5) 


hat die gleichen Eigenschaften, und fiir Anfangs- und Endwert dieser 
Funktionen gilt 


i 
(17) U(s)=0, Alsi.) < a* (sa) 
Ausgehend von Funktionen %{"(x), die jeweils in ihrem Intervall 
<o{"’, Bf"*”) dem vorgegebenen £™ gema8 zu wahlen sind, gelangen wir 
— entsprechend wie zu den U(x) — zu (J+ 1) Funktionen %,(z). 
Von jeder Summe 
(18) M; (x) = A;(x) + B,(z) 
erkennt man auBer der Stetigkeit sofort die folgenden Eigenschaften 
(19) M(e)—0, D,Mlz2)20, Wn) <a 


eva9a1) ” 
2°-(J+1) 
Um von 


(20) Bi (z) + M,(z) 


die Derivierte D, fiir eine innere Stelle § aus (s;,8;,,) zu untersuchen, 


gehen wir auf die Differenzenquotienten zuriick und schreiben 
(21) 
{ Bil E +h) + Ma (E +h) } — (GE) + MU E)) 
h 








_ B(E+h)—B(E) , (ETA) — WE), BCE +A) — WBE) | BE +h) — BCE) 
hate h + h aa h es : h : 


Setzen wir insbesondere voraus s,< §<£+h<m, so reduziert sich die 
viergliedrige Summe rechts auf den Ausdruck 


Bi(E+h)—B(E) , W(E+h)— WE) 
k + k 
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und dieser wieder (wenn wir in der Reihe 0,1, 2,... den durch die 
Forderung engster EinschlieBung a,"**” < ¢ < § +-h < a;™ bestimmten Index 
n, auswahlen) auf 


{Bie +h) + WM (E+&)} — {Bi (E) + 1/(E)} 
: 





Aus dieser Darstellung aber folgt 


(22) D,{B(E) + Mi (E)} = Dy {Bi (E) + W"(E)}. 
Im Falle m,< § < 8,,, ergibt sich entsprechend 
(28) Dy {Be E) + Mi (E)} = D, {Bs (E) + B(E)}. 


Jederfalis leistet die Addition von M;(x) zu %,(xz) schon dieses: 

Im Innern von (8;, 8;,,) gilt ausnahmslos 
(24) D,{B,(z) + M;(z)} + — 0, 
(25) DA (z) + M(x)} Sj f(z) 
aber bis auf diejenigen Stellen, welche zu S gehdren**). 

Gehért insbesondere s, nicht zu ©, dann kann die Zusatzfunktion M, (x) 
so gewahlt werden, daB s, keine Ausnahmestelle fiir die Bedingung (25) 
bildet; derartige Ausnahmestellen sind also auf die Menge © beschrankt. 
Da aber © das MaS Null hat und auf einer solchen Menge die Bedin- 
gung D, O,(z) > f(x) von der nachzuweisenden Oberfunktion durchbrochen 
sein darf, so iibersieht man, daB es wegen dieser Bedingung weiterer 
Zusatzglieder schon nicht mehr bedarf. Wohl aber ist eine Funktion 
N,(a), wie wir sie nun noch in (¢,, ¢;,,,) aufzeigen, nétig, um ausnahmslose 
Giiltigkeit von D, O,(x) + — co fiir <a,,b,) zu sichern. 


Zur Funktion N,(z) gelangen wir iiber eine Vergleichsfunktion &,(x) 
(zu §,(x)), die wir mit den Daten 


(26) Ki” = min (§,(z); 6 S27 5 4;,,) 
ki**” = min (S (x); 8; <2<a;") 


*8) Wenn insbesondere in einem Intervall (a,, by) keine andern Stellen als die 
Endpunkte fiir die Funktion f(z) singulir sind, dann existiert bei beliebig vor- 


gegebenem f, (> 0) su §,(z)= f f(t) dt (a,<2<b,) ein stetiges M(x) derart, daB 


(ar) = 0 und My(by) <5 ist, daB fener D,®y(z)20 in (ay, by) susnahmslos, 


Ds{§,(z) + Me(z)} + —CO und D, (F(z) +M,(z)} [jf (x) aber bis auf die End- 
punkte des Intervalls gilt. Diese Bemerkung nehmen wir in § 3 zum Ausgangspunkt 
des Existenzbeweises fiir Oberfunktionen. 

9* 
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folgendermaBen definieren 
&,(z) = kK in <m,, 8;4,) 
(27) 1% (a0") = . 
,(x) = 8,(af”) + (2 — af”) — 


(a**)) on &, (a\*) 
ate nm a”) 





in i> a\” ). 


Der Graph dieser Funktion &;(x) iiber einem Intervall <é, s,,,), dessen 
linker Endpunkt im Innern von (8,, 8;,,) liegt, ist ein Streckenzug, der 
monoton fallt; in <é, 8,,,) ist also &;(x) totalstetig, Indem man sich 
weiter iiberzeugt, daB §;(x) im ganzen Intervall <s,, s,,,) monoton und 
stetig ist, kann man auch die Totalstetigkeit fiir das ganze Intervall be- 
haupten. FaSt man dann &;(x) auf als Integralfunktion von irgendeiner 


= 
ihrer Derivierten: &,(x)= [ D&,(t)dt, so ist nach § 1 auf die Existenz 
% 
einer (total-) stetigen Funktion N;(x) zu schlieBen, fiir die 
1 
Nis )=—0, DR(xw4) HO, RN, (8:41) << ———e 
28 J ‘ J — . 9* ¥ rye 1) 
(28) D, {&;(z) + N,(z)} + — ;' 
ist und die letzte Ungleichung insbesondere auch fiir x = s, gilt. Fir die 
Stelle s, aber beweist man mit der in ganz (8,,8,,,) giiltigen Un- 
gleichung &; (x) < §,(z) die Abschatzung 
(29) D,, {&;(8;) + R,(8,)} SD, {F,(4,) + R,(4,)}- 
Was %,(x) fiir &,(x) leistet, iibertrigt sich somit auf %;(2) an der Stelle s, 
in dem Sinne, daB dort ebenfalls gilt 
(30) D., {&; (8) + R(8;)} + — 00. 


Mit den Funktionen M;(z) und M;(x) gelangen wir schlieBlich zur 
endgiiltigen Zusatzfunktion Z,(x) fiir das Intervall (a,, b,) = (8, 8741) 
wie folgt 


M,(s;)=— 0 in ¢8,, 8,) 
min-| M; (x) in ¢8;, 841) 
M; (8:41) in (8 +41, 8741) 
N;(8;))= 0 in (8, 8) 
(31) miei-| MN; (x) in (8, 8+1) 
Mi; (8541) In (841, 8741) 


Z(z)= M(x) + R,(x) 


J 
Z, (x) = » 4,(2). 
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Fiir die stetige Funktion Z, (2) selbst gilt 
(32) Z,(a,) = 0, D, Z,(z)>0, Z,(b) < $e. 
Die gleichfalls stetige Oberfunktion 
(33) O, (2) = F, (x) + Z, (2) 
approximiert die Integralfunktion F(z) in (a,, 6.) gemaB der EinschlieBung 
(34) 0<0,(xz) — F.(z) < he,. 
Auch die Deriviertenbedingungen werden von O,(2) in dem zu fordernden 
Umfange erfiillt. Denkt man sich namlich zu einer fixierten Stelle z 
aus (a,,6,) den gré8tméglichen Index ¢ aus der Reihe 0,1,..., J be- 


stimmt, der der Bedingung s;< 2 geniigt, und beschrinkt man fh auf 

solche positiven Werte, daB z+ A < 8;., ist, so gilt die Darstellung 

D, (2 +h) —#, (x) - 3, (@+h)—-F, @) 4 M, (2+h)—M, (2) 4 R, (@-+h)— ®, (2) 
h h h h . 


Ist insbesondere 8; < 2, so ist nach (24) D, {§; (x) + M;(x)} + — co 
und damit schlieBt man iiber 





(35) 


(36) D, O.(2) > D, (F(z) + M,(x)} 
auf 

(87) D,, O,(%) + — ov; 

ebenso kann aus (25) die Abschitzung 

(38) D,0,(x) > f(«) 


immer dann gefolgert werden, wenn x nicht zu © gehért. Fir r= 28; 
selbst benutzt man die Abschatzung 


(39) D, 0.(8;) = D, {;(8;) + R,(s,)}; 
um mit (30) auf 
(40) D,.0,(8,) + — c0 


zu schlieBen. 

Durch das Gesagte ist fiir das Intervall <a,,b,) D, O,(%) + — co 
ausnahmsios und D,O,(z)>f(x) bis auf D(<a,,b,),G) bewiesen. 
Im Induktionsbeweise ist also der Schluf auf t vollstandig; die Existenz 
einer Oberfunktion O(x) mit den eingangs geforderten Higenschaften ist 
fiir das Intervall (a, b) gesichert. 

Auf den erledigten Existenzbeweis fiir Oberfunktionen wird die Frage 
nach Unterfunktionen (von vorgeschriebener Annaherung an die Integral- 
funktion F (x)) zuriickgefiihrt durch Spiegelung an der x-Achse. Mit f(a) ist 
namlich auch f(x) = — f(x) integrabel Di L tiber (a, 6), F(x) = — F(z) 
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ist die Integralfunktion Di LZ (f) und U (x) = F(x) — Z(z) hat die Eigen- 
schaften einer Unterfunktion von f(x), wenn F(z)+Z(z) als Ober- 
funktion zu f(z) konstruiert wurde. 


§ 3. 
Bei der Harnackschen Methode der Definition uneigentlicher Integrale 
wird die (abgeschlossene) singulare Menge © als nirgends dicht ange- 


nommen. Zu jedem komplementaren Intervall (a,, b,) (» =1, 2,...) soll 
ferner eine positive Konstante «, derart gehéren, daB 


s4, 





| = 
J f(#)de 





gilt, wie immer auch z;, z;’ innerhalb der Schranken der EinschlieBung 
a, << 2}< 2;<b, gewahit sein mégen. Die Reihe a, wird als kon- 


v=1 
” 


%, 
vergent vorausgesetat. Weiter mu8 Di L!* (f) fiir jedes vals lim f f(x)dzx 
a, +a,+0n, 
a)’ ->b,—0 


eindeutig bestimmt sein; die Konvergenz der Reihe >» Di Lb’ (f ) ist mit 
vy=1 i 
der von P a, gegeben. SchlieBlich ist noch anzunehmen, daB f(z) iiber 


val 
die Menge © summierbar ist. Der Wert des Integrals iiber (a,b) wird 
so definiert : 


(1) Halts) =) DiLb(f) +f fla)ae. 


Mit HaL}(f) existiert in (a,b) eine stetige Integralfunktion 
(2) F (x)= HaL;(f). 

Der Beweis des Satzes, daB eine Funktion f(x), fiir die HaL?(f) 
existiert, auch integrabel ist im Sinne der Definition S, und da beide 
Definitionen dieselbe Integralfunktion bestimmen, besteht (wie der des 
entsprechenden Satzes fiir Di L-integrable Funktionen) im wesentlichen 
im Nachweis einer Funktion Z(x) mit den im Hingang von § 2 ge- 
nannten Eigenschaften. 

Im Hinblick auf die Forderung Z(b) < 3 geben wir uns eine kon- 


vergente Reiixe aus po ‘iven Konstanten f, derart vor, daB 4 B, < “a 


v=1 
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ist. Fiihren wir fiir a,+ 8, die Bezeichnung y, ein, 80 ist auch >’, 
konvergent. sts 


Definieren wir 
f f(z) auf ®R 0 auf R 
te—\ yee: fuls)—| wr ge 
$-(2) = Di Ls (f,) = Di Lf (f) in ,, b,) 
$-(a-)=0 in (a, a) 
(8) rtein| $.(z) im (a,b) 
Hr (5,) in (6,, b> 


F(2)=SF(2), Pyle) J tultdat, 





dann ist cae 

(4) f(2) = f,(2) + fr(2), 

und fiir die Integralfunktion F(x) von f(z) gilt entsprechend 
(5) F(z) = F,(z) + F,,(z). 


Fiir das Intervall (a,, b,) iibernehmen wir aus § 2 die Existenz einer 
stetigen Zusatzfunktion M,(x) zu F(x) mit den Eigenschaften 


(6) M,(a,)=0, D,M,(z)>0, M,(b)<B,, 


bezeichnen die Summe %, (x) + Dt, (a) mit G, (x) und sind fiir die inneren 
Punkte von (a,, 6,) sicher, daB 


(7) D,G,(z)+#—«%, D,G,(z)>f,(z) 


gilt. Definieren wir dann weiter 








M,(a,)=0 in (a, a,) 
M,(z) = a, in (a,, b,) 
in (b,, b) 
ye in (a, a,) 
(8) airi=| 8) G, (x) in <a,, b,) 
in (b,, 5) 
| M (2) -2 mM, (x), G@(x)=—)>'G,(z), 
80 ist _ si 
(9) G(x) = F,(z) + M(z) 
und fiir (das stetige) M(x) gilt 
(10) M(a)=0, D,M(z)20, M(b)<%. 








136 H. Hake. 


Fiir eine beliebige Stelle der Menge R schlieBt man aus (7) iiber 
die Darstellung D, G(x) = D, G(x) (in der m einen von x abhingigen 
Index aus der Reihe der » bedeutet) 

(11) D,G(z)+—c, D,G@(z)of,(2). 
Die letzte Abschitzung kann man auch schon fiir die Menge © bie auf 
eine Restmenge I vom Mafe Null beweisen. Definiert man nimlich 


0 in (a,a,) 
xX, = : 
(12) (=) L. in (a,, 5) 
X(z) = D’X,(z), 
so gilt res 


|D, G(x)| < D* X(2), 
falls x eine Stelle aus © ist. Die nahere Untersuchung der Funktion X(z) 
selbst aber zeigt, daB diese in (a, 5) bis auf eine Menge T vom Mae 
Null die eindeutige Derivierte Null hat**). Es gilt also gewi8 
D, G(z)=0 


in © bis auf T=D(S,T). Und da auf S/f,(x)=—0 ist, so sind wir 
der Abschitzung 


(18) D, G(x) = f,(z) 
in ganz (a, b) bis auf die Menge TF sicher. 
Indem wir zu G(x) = F(z)+ M(x) noch ein Glied von der Form 
N(x) + N(z) hinzufiigen, werden wir 
D,{G(x)+N(2)+N(2)}+— 
fiir ganz <a, b) erreichen. Fiir den Nachweis der Funktionen N(2z) und 
N(x) definieren wir zunichst 


G,(a,)=0 in (a,a,) 
z—a, 





C.(2)=} F—*@,(b,) in (a) } (|0,(2)| S70) 
(14) G, (b,) in <6,, b> 
C, (x) = G,(x) — C, (zx) (|C.(x)| < 27,) 





O(2) = >'0.(2), C(x) = >'0,(2). 


Aus C(x) und C(z) setzt sich G(x) zusammen 
(15) G(x) = C(z)+C(z); 


4) Vgl. C. Carathéodory, Vorlesungen iiter reelle Funktionen (Leipzig 1918), 
§ 508 Sats 11, § 505 Sats 6. 
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fiir die Menge  reduziert sich diese Darstellung auf G(x) = © (2), indem 
dort C(x) = 0 ist. 

C(x) erweist sich als totalstetig in (a,b). Aus der Auffassung 
C(x) = { DC(t)dt ergibt sich aiso nach §1 die Eaistenz einer stetigen 
Funktion N(x) mit den Eigenschaften 
(16) N(a)=0, D,N(z)>0, N(b)<+, 
durch deren Addition zu C(z) 


(17) D,{0(x)+N(2)}+ — 
fiir das ganze Intervall (a, 5) erreicht wird. 

Um auch zu C(x) eine Funktion N(x) nachzuweisen, die so be- 
schaffen ist, daB D,{C(x)-+ N(x)} + — co in (a, 6) ausnahmalos gilt, 
konstruieren wir zuvor eine Vergleichsfunktion K(x) zu C(x). Fiir die 
Definition von K(x) gehen wir auf die komplementaren Intervalle zu- 
riick, legen in (a,, b,) die Teilpunkte 


ay” = b!” = m, = 3 (a, + b,) 
(18) ON ope 

by” = 3 (b,-+ b,"-”) 
und fassen diese Punkte in den Bezeichnungen a”, b.” mit n = 0, 1, 2,... 


zusammen. Zur Konstruktion einer Funktion &%,(z) in <a,, b,) brauchen 
wir folgende Funktionswerte von C, (x) 


(m =1, 2,...) 


k,” =min(C,(z);a, <2 <b,) 

(19) gers ae min (CO, (x); a, < x < ai”) 
rit) <= min (CO, (x); bf <2 <b,) 
BP) ae min (1,"*”, ."). 


Mit diesen definieren wir 


[ R, (m,) —_ Bo 
(as) — 8, (65) — ho” 


R, (a,) = &,(b,) = 0 


(20 &, eed —&, . . n 
 Va.(2) = &,(a,”) + (2—a,”) oa in (a**®, aS) 





&, (B49) —2 (0), aw aust) 
pati) _ 5 in (5, , ). 
A , 








&,(2) = 8,(b.”) + (x —b,”) 
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Dann setzen wir weiter 
R,(a,) =O in <a, a,) 


K, (xz) = { &, (2) in <a,, b,) 
(21) R,(b,) = 0 in (b,, d) 


K (2) - SK.(2) 


Man iiberzeugt sich, daB jede Funktion K,(x) in (a, 6) totalstetig ist. 
Die gleiche Eigenschaft beweist man von K(z). Aus der Totalstetigkett 
von K(z) aber schlie8t man wieder auf die Pzistenz einer stetigen Funk- 
tion N(x) von der Beschaffenheit, da8 


(22) D,{K (2) + N(2)} +—c 


in (a, 6) ausnahmslos gilt; dazu kénnen von N(x) selbst noch die Eigen- 
schaften 


(23) N(a)=0, D,N(z)>0, N(b)<z 

behauptet werden. Was die Funktion N(x) in (22) fir K(x) leistet, 
kann man auf die Funktion C(x), fiir die in ganz (a,b) die Beziehung 
K(z)<C(z) gilt, iibertragen auf der Menge ©. Fiir eine Stelle « 
schlie8t man namlich iiber die Abschatzung 


{K(s+h)+N(s+h)}—{K(s)+N(s)} _ (C(s+h)+N (8+h)}—(C(s)+N(s)} 
(24) ; < i 





(in der h von vornherein auf positive Werte beschrankt ist) auf 


(25) D,{K (s)+ N(s)} SD, {O(s) + N(s)}. 
Hiermit aber folgt aus (22) 
(26) D, {C(s) + N(s)} + — ow. 


Nachdem wir festgestellt haben, was iiber die Zusatzglieder M (2), 
N(x), N(x) einzeln zu bemerken war, addieren wir sie untereinander 


(27) Z,(2) = M (x) + N(x) +N (2) 
und ihre Summe wieder zur Integralfunktion F,, (x) 
(28) O, (2) = F,(z)+ Z,(z). 
Die Funktion O,(z) schreiben wir nun einerseits in der Form 
(29) O,(2) = @(z) + {N (x) + N(2)}, 
schlieBen fir eine Stelle aus R ; 
(30) D,0,(2) > D, G(x) + D,{N(z)+N(z)} 


Ober- und Unterfunktionen einfacher Integrale. 189 
und folgern hieraus mit D, G(x) + —oo und D,{N(2)+ N(z)}2>0 
(31) D, 0,(2) + —c 


fiir eine Stelle der genannten Art. Da D, G(z)>f,(x) schon unter (13) 
bis auf eine (in © enthaltene) Menge T vom MaBe Null bewiesen wurde, 
so kénnen wir jetzt auch 


(82) D, 0,(z) = f,(z) 
fiir das Intervall (a,b) bis auf die Menge I behaupten. 


Andererseits zerlegen wir, um D, O,(2) + —oco auch fiir die Menge S 
zu beweisen, die Funktion O,(2) nach der Gleichung 


(33) O,(x) = {C (x) + N(zx)} + {C (x) + N(z)}. 


Fiir eine Stelle aus © gilt sowohl D, {C(x)+ N(x)}+—oo als auch 
D, {C(z) + N(xz)}+— co; mit 


(34) D, O,(2) > D, {O(x) + ¥(2)} + D, (C(x) + N(2)} 
folgt also das gewiinschte Resultat fiir. Hiermit aber und mit (31) ist 
(35) D,.0,(z) + — co 
fiir das ganze Intervall (a, b) ausnahmslos bewiesen. 
2) 

Zu F,,(z)=J f,(t)dt kénnen wir uns nach §1 eine stetige Funk- 
tion Z,,(x) mit den Eigenschaften 
(36) Z,,(a)=0, D,Z,,(x)=09, Z,(b)<Z 
und gleichzeitig so bestimmt denken, daB fiir 
(37) O,,(%) = F,,(z) + Z,(z) 
im Intervall <a, b) 
(38) D, 0,,(2) + — Gay D,0,(%)> fy, (%) 
ausnahmslos gilt. 

Definieren wir dann schlieBlich 
(39) 4 (x)= Z,(x)+Z,,(2), 


so sieht man, da8 die Funktion Z(x) stetig ist, und daB ihr auch die 
Eigenschaften , 


(40) Z(a)=0, D,Z(z)>0, Z(b)<Z 


der gesuchten endgiiltigen Zusatzfunktion Z(z) (fiir F(z)) zukommen. 
Bildet man also die Summe 


(41) O(x)= F(z)+ Z(zx), 
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Dann setzen wir weiter 


&,(a,)=0 in <a, a,) 
K, (z) = R, (x) in (a,, b> 
(21) &,(b,) = 0 in (b,, b» 


K (z) -SE(). 


Man iiberzeugt sich, daB jede Funktion K,(z) in (a, 6) totalstetig ist. 
Die gleiche Eigenschaft beweist man von K(x). Aus der Totalstetigkett 
von K(z) aber schlieSt man wieder auf die Ezistenz einer stetigen Funk- 
tion N(x) von der Beschaffenheit, daf 


(22) D,{K (2) +N(2)} +—c 

in (a, 6) ausnahmslos gilt; dazu kénnen von N(x) selbst noch die Eigen- 
schaften 

(23) N(a)=0, D,N(z)>0, N(b)<% 

behauptet werden. Was die Funktion N(x) in (22) fiir K(ax) leistet, 
kann man auf die Funktion C(z), fiir die in ganz (a,b) die Beziehung 
K(z)<C(z) gilt, iibertragen auf der Menge S. Fiir eine Stelle s 
schlieBt man namlich iiber die Abschatzung 

oa) (K(s+h)+N(s+h))—(K(0)+N(s)) — (C(o+h)+N (8+h)}—(C(s)+N(2)) 
(24) : < : 





(in der h von vornherein auf positive Werte beschrinkt ist) auf 


(25) D,{K (8)+N(s)} SD, {C(s) + N(s)}. 
Hiermit aber folgt aus (22) 
(26) D, {0(8) + N(s)} + —. 


Nachdem wir festgestellt haben, was iiber die Zusatzglieder M (2), 
N(x), N(x) einzeln zu bemerken war, addieren wir sie untereinander 


(27) Z,(2) = M(x) + N(x) +N(z) 
und ihre Summe wieder zur Integralfunktion F, (z) 
(28) O, (x) = F,(z)+ Z,(z). 
Die Funktion O,(z) schreiben wir nun einerseits in der Form 
(29) O,(z) = @(z) + {N (2) + N(z)}, 
schlieBen fir eine Stelle aus R ; 
(30) D,0,(2) =D, @(2) + D,{N(2) +N (z)} 
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und folgern hieraus mit D, G(x) + — co und D,{N(z)+ N(xz)}>0 
(31) D,0,(2)+— co 


fiir eine Stelle der genannten Art. Da D, G(z)>f,(x) schon unter (13) 
bis auf eine (in © enthaltene) Menge T vom MaBe Null bewiesen wurde, 
so kénnen wir jetzt auch 


(32) D, 0,(z) = f,(z) 
fiir das Intervall (a,b) bis auf die Menge T behaupten. 


Andererseits zerlegen wir, um D, O,(2) + —oo auch fiir die Menge S 
zu beweisen, die Funktion O,(z) nach der Gleichung 


(33) O,(x) = {C (x) + N(zx)} + {C(z) + N(z)}. 


Fiir eine Stelle aus G gilt sowohl D,{C(x)+ N(x)}+—oo als auch 
D, {C0 (x) + N(xz)}+— co; mit 


(34) DD, O,(z) > D, {O(x) + ¥(2)} + D, (C(x) +N (2)} 
folgt also das gewiinschte Resultat fiirG. Hiermit aber und mit (31) ist 
(35) D,0,(2) + — co 
fiir das ganze Intervall (a, b) ausnahmslos bewiesen. 
2) 

Zu F,,(x) =f f,(t)dt kénnen wir uns nach §1 eine stetige Funk- 
tion Z,,(z) mit den Eigenschaften 
(36) Z,,(a)=0, D,Z,,(z)=0, Z,,(b)< 
und gleichzeitig so bestimmt denken, da8 fir 
(37) O,,(") = F,, (2) + Z,(2) 
im Intervall <a, 5) 
(38) D,0,,(%) + — CO, D,0,(2%)=] fy (#) 
ausnahmslos gilt. 

Definieren wir dann schlieBlich 


(39) Z(x)=Z,(x)+Z,,(z), 


so sieht man, da8 die Funktion Z(z) stetig ist, und da8 ihr auch die 
Eigenschaften , 


(40) Z(a)=0, D,Z(z)>0, 2(b)<Z 

der gesuchten endgiiltigen Zusatzfunktion Z(x) (fiir F(z)) zukommen. 
Bildet man also die Summe 

(41) O(x) = F(x)+2Z(z), 
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so approximiert diese die Integralfunktion F(z) in (a,5) gemaB der 
EinschlieBung 
(42) 0<0(2)—F(z)<3: 


Da8 fiir O(z) auch die Derivierten-Bedingungen der Oberfunktionen gelten, 
ergibt sich aus der Darstellung 


(48) O(2)=0,(2) +0,,(z) 
iiber die Abschitzung 
(44) D,O(2)>D,0,(z)+ D,0,,(z). 


Da namlich D, O,(z) + — co und D, O,,(2) + — co nach (35) bzw. (38) 
in (a, 6) ausnahmslos gelten, gilt nach (44) 

(45) D,0(z) + —c 

ebenfalls in (a, 6) durchweg. Weil in (a, b>) D, O,(x) => f,(x) bis auf eine 
Menge T vom MaBe Null — vgl. (32) — und D,O,,(2)>f,,(z) aus- 
nahmslos gilt, ferner f(z)=/,(z)+/,,(z) identisch besteht, so folgt 
wiederum mit (44) 

(46) D, O(z) => f(z) 

fiir das Intervall (a,b) bis auf die Menge Tf. 


§ 4. 


In die Definition der Prozesse Di L und HaL geht — wie bemerkt — 
vom Begriffe der Summierbarkeit nicht mehr ein als die Tatsache, daf 


Srayae eine stetige Funktion definiert in jedem Intervall (a,b), iiber 
das f(z) summierbar ist. Diese Bemerkung gestattet, die Methoden der 
beiden Prozesse in einer Definition durch transfinite Induktion zu ver- 
werten. 

Der Integralbegriff ° wird mit dem der Summierbarkeit identifiziert. 
Die Formulierung der Existenzbedingungen fiir ein Integral "Z?(f), in 
dem y eine Ordinalzahl der ersten oder zweiten Zahlklasse bedeutet, 
setzt voraus: 
1. “L ist definiert fiir jedes f < y. 
3. Ist 6, <f,<y und existiert ~Z2(f), so ist “'L2(f) = L2(f), 
3. Zu einer Funktion f(x), fir die "Z2(f) existiert, gehdrt eine stetige 

Integralfunktion Ors ( f). 

Ist y Limeszahl, so heiBt eine im Intervall (a, 6) definierte Funk- 
tion f(x) integrabelZ, wenn unter den Ordinalzahlen f < y ein a vor- 




















Ober- und Unterfunktionen einfacher Integrale. 141 


handen ist, fiir das Z2(f) existiert. In diesem Falle wird per defini- 
tionem 
7 (f) = L (f) 

gesetzt. Nun sei aber y eine Zahi 1. Art und f(x) eine Funktion, fir 
die °-"Z3(f) noch nicht existiert. Die Menge ©, gebildet von den 
gegeniiber der Integration "~"L singularen Stellen des Intervalls — sie 
ist ihrem Begriffe nach abgeschlossen —, wird als abzaihlbar vorausgesetzt. 
Wenn dann die Anwendung des Dinischen Prozesses die Uberwindung 
der singularen Menge gestattet, wird der Integralwert mit Di ’~"L?(f) 
bezeichnet; mit Di”-"L2(f) existiert Di’-"LZ(f) in <a, b) als stetige 
Funktion. Falls auch Di”~"L?(f) noch nicht existiert, konnen wir nach 
der Anwendbarkett des Harnackschen Prozesses fragen, wenn die gegen- 
iiber der Integration Di’~”L singulire Menge © nirgends dicht liegt, 
und das iiber eine Teilmenge T von © erstreckte Integral Di”~"L(f, Z) 
als gleichbedeutend mit L(f,&) definiert wird. Fiihrt der Harnacksche 


ProzeB auf den bezeichneten Grundlagen zu einem Integralwert fir f(z) 
in (a, 6), so wird er mit 


Ha Di" "Ly (f) = Le (f) 


bezeichnet; mit "D2 (f) existiert “LF (f), und zwar ist diese Funktion 
wieder stetig in (a,b). — Der Definition ”’Z ordnet sich iibrigens die 
Definition Di’~"Z der Art unter, daB eine im Sinne der letzteren inte- 
grable Funktion auch integrabel ist im Sinne der ersten; ferner ist jede 
Funktion, die integrabel ist im Sinne der Voraussetzung des Induktions- 
schlusses, gleichfalls integrabel ’L. 

Eine im Intervall (a, 6) definierte Funktion heiBt integrabel im Sinne 
der Definition De L, wenn eine Ordinalzahl y vorhanden ist, fiir welche 
“TL (f) existiert. 

Von diesem Integralbegriff De L ist zu zeigen, daB er sich in seinem 
ganzen Umfange der Definition S unterordnet. 

Wenn zunichst eine Funktion in einem Intervall integrabel “"L ist, 
dann ist sie nach § 1 schon integrabel im Sinne der Definition S*, also 
gewiss im Sinne der Definition S. Fiir den Schlu8 auf y nehmen wir als 
bewiesen an: Ist f(x) in (a, b) integrabel “ZL mit einem f < y, 80 ist 
f(x) auch integrabel S, und zwar ist S(x) =" Li (f). Im Falle, da8 
y Limeszahl ist und f(z) eine Funktion bedeutet, fiir die id Po (f) existiert, 
ist mit der angefiihrten Voraussetzung gegeben, was im andern Falle zu 
beweisen ist. Es sei also nun y eine Zahl 1. Art und f(z) eine in <a, 6) 
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definierte Funktion, fiir die zwar "~"Z? (f) noch nicht existiert, der aber 
durch nochmalige Anwendung des Dinischen Prozesses ein Integralwert 


Di~-*L2(f) mugeordnet werden kann. Dann ist auf Grand der obigen 
Voraussetzung nach dem in § 2 auagefiihrien Verfahren zu zeigen: Zu 
vorgegebenem ¢(>0) existieren zwei Funktionen O(z), U(x), denen die 
Eigenschaften (I) — (IV) der Ober- bzw. Unterfunktionen zukommen, und 
deren Verlauf in (a, 6) sich dem der Integralfunktion 


F (x) = Di*- "Li (f) 
folgendermaBen anschlieBt : 

0< O(z)—F(2z)< 

0S F(z)—U(z)< 


|o vole 


5° 
Ist f(x) integrabel "T,, ohne daB schon Di’? (f) existiert, dann ist 


der entsprechende Nachweis nach dem Verfahren des Existenzbeweises von 
§3 zu erbringen. 


(Eingegangen am 12. 8. 1920.) 


Uber die Schwarzsche Extremaleigenschaft des Kreises 
unter den Kurven konstanter Kriimmung. 


Von 
Axel Schur in Miinster i. W. 


Die vorliegende Arbeit verdankt ihre Entstehung einem Hinweis von 
Herrn Hilbert auf einen Satz iiber Kurven konstanter Kriimmung, den 
Herr H. A. Schwarz im Jahre 1884 gefunden, aber bisher nicht verdéffent- 
licht hat, und den ich so formulieren will: 


Jeder nichtebene Kurvenbogen konstanter Kriimmung z iiber einer 
Sehne 3 <2R ist entweder kiirzer als der kleinere oder langer als der 
gréBere Bogen des Kreises vom Radius R iiber der gegebenen Sehne. 

Bei dem Versuche, von diesem Satze, von dem mir zunachst nur der 
Wortlaut bekannt war, einen geometrischen Beweis zu geben, bin ich auf 
den folgenden allgemeinen Satz gefiihrt worden: 


Verbiegt man eine ebene doppelpunktlose Kurve, die mit ihrer Sehne 
einen konvexen geschlossenen doppelpunktlosen Linienzug bildet, so wird 
dabei die Sehne langer, 
von dem sich dann der Schwarzsche Satz auf Grund gewisser elementarer 
Eigenschaften des Kreises als eine einfache Folge ergibt. Unter Verbiegung 
einer Kurve wollen wir im Anschlu8 an die Verbiegung ihrer Tangenten- 
flache eine Operation verstehen, bei der die Langen und Winkel ihrer 
Linienelemente erhalten bleiben. Ist die Kurve stetig gekriimmt, so kommt 
diese Forderung auf die Invarianz der Kriimmung hinaus. Die vorstehende 
Definition l48t jedoch auch Unstetigkeiten der Kriimmung zu, wenn nur 
bei Festlegung eines Durchlaufungssinnes jeder Punkt eine bestimmte Tan- 
gente und der Winkel zwischen den benachbarten Tangenten in jedem 
Punkte der Kurve einen bestimmten Wert hat, so daB auch Ecken als 
regulare Punkte im Sinne dieser Definition gelten. Als konvexe Kurve 
bezeichnen wir dann eine derartige, fiir die der Winkel zwischen benach- 
barten Tangenten héchstens gleich 180° ist. 














A. Schur. 


Bei dem Beweise des Satzes, der als einzigen Hilfssatz den folgenden 
ganz elementaren voraussetzt: 

In einem Dreieck ist jede Seite gréBer oder mindestens gleich der 
Differenz und kleiner oder héchstens gleich der Summe der beiden anderen, 
werden wir der Anschaulichkeit halber zunichst Polygone mit endlicher 
Seitenzah] betrachten und an ihnen ein Rekursionsverfahren ausbilden, das 
sich auf Polygone mit unendlich vielen Seiten, durch die ja jede stetig 
gekriimmte Kurve angenahert werden kann, iibertragen 1aBt. 
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§1. 
Beweis des Hauptsatzes. 


Es sei ein offenes ebenes doppelpunktloses Polygon AP, P,...P,B 
vorgelegt. Seine Seiten bezeichnen wir mit s,—P;P;,,, ihre Schnitt- 
punkte mit der Geraden AB, der Sehnengeraden, mit S;. Nun midge 
voraussetzungsgema8 das geschlossene Polygon AP, P,...P,BA konvex 
und doppelpunktlos sein. Dann liegen alle Punkte 8; auf den Ver- 
langerungen der Sehne AB und verbinden die Punkte A und B durch 
einen Streckenzug A S, 8S, ... S,_,B, der ganz auf der Geraden A B liegt 
und ebenfalls durch die Strecke AB geschlossen wird. Nun laBt sich 
zeigen, daB bei einer Verbiegung des Polygons A P, P,...P,, B in ein anderes 
A’ Pi Py... Pa-oPa-1PaB der Streckenzug AS,S,...S,-.S,-,B in 
einen Streckenzug A’ S; S;...S,_,.S,-,B iibergeht, so daB entsprechende 
Teilstrecken dieselbe Lange haben, aber nicht mehr alle auf einer Geraden 
liegen. 

Nack der in der Einleitung gegebenen Definition der Verbiegung als 
einer Operation, bei der die Seiten und Winkel des Polygons erhalten 
bleiben sollen, kann namlich eine Verbiegung nur bestehen in einer An- 
zahl von Dreliangen der starren Ebenen P;_,P;P;,, durch je drei auf- 
einanderfolgende Ecken gegen die Ebenen P;P;,,P;,, um die gemein- 
samen Seiten P; P;,, durch vorgeschriebene Winkel #;, die Torsionswinkel. 
Die Gestalt des verbogenen Polygons, d.h. die relative Lage seiner Teile 
zueinander ohne Riicksicht auf die absolute Lage gegen ein festes Bezugs- 
system, ist unabhangig von der Reihenfolge, in der wir die verschiedenen 
Drehungen nacheinander ausfiihren. Wir kénnen also diese Drehungen in 
der Reihenfolge vornehmen, wie ihre Drehachsen bei der von uns gewahlten 
Umlaufungsrichtung des Polygons aufeinanderfolgen. 

GemaB dieser Festsetzung besteht die erste Teiloperation in einer 
Drehung der Ebene AP, P, um P,P, gegen die Ebene P,P,...P,B 
durch den Winkel #,. Dabei bleiben alle Abstinde in der Ebene A P, P, 
unverandert. Der Punkt A wird also in einen Punkt A’ iibergefiihrt, der 
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vom Punkte S, auf P, P, den Abstand 8, A’ = S, A hat, aber nicht mehr 
auf der Geraden S, B liegt. Dann folgt aus der ersten Aussage des Hilfssatzes: 
(1) WB > SB - 5,4 —~5.B-—5,A—AB. 

Bei der zweiten Drehung wird die Ebene P,P, P, gegen die Ebene 
P,P,...P,B durch einen Winkel 6, um die Gerade P,P, gedreht, 
wahrend die Ebene A’P,P, in ihrer Lage gegen die Ebene P, P, P, 
bleibt. Also behalten auch die Punkte der beiden Ebenen ihre gegen- 
seitigen Abstinde und der Punkt A’ geht in einen Punkt A” iiber, der 
von dem Punkte S, auf P,P, den Abstand 8,A” = 8,A’ hat. Nun ist 
aber nach der zweiten Aussage des Hilfssatzes, wenn S, auf der gleichen 
Seite von A liegt wie S,: 

(2) 8,4’ < 8,8, + 8,4’ =8,8,+8,4=8,4, 


da 8,8, und §8,A’ nicht mehr auf einer Geraden liegen. Aus dieser 
Formel folgt im Verein mit der ersten Aussage des Hilfssatzes: 


(3) A"B>S,B-S.A°-5.B- 5a’ >5,B-5,A-AB. 

Bei der niachsten Drehung der Ebene P,P,P, gegen die Ebene 

P,P,...P,B um die Gerade P,P, durch einen Winkel #, werden 

gleichzeitig die beiden Ebenen A” P} P, und P; P,P, in ihrer relativen 

Lage zur Ebene P,P, P, mitgefiihrt. Es bleiben also die Abstande ihrer 

Punkte erhalten und A” geht in einen Punkt A” iiber, dessen Abstand 

von dem Punkte S, auf P,P, 8,A” =—8S,A” ist. Dann folgt aus (2) 

und der zweiten Aussage des Hilfssatzes, wenn wieder S, und S, auf der 

gleichen Seite von A liegen: 

(4) 8,4” <8,8,+8,A” < 8,8,+8,4 =8,4, 

und hieraus nach der ersten Aussage des Hilfssatzes: 

(5) J*B>S,B—S,A” —5,B—5,A" >5,B—5,A=—AB. 
Dies SchluBverfahren kann man nun schrittweise fortsetzen, solange 


die Punkte S, auf der Verlangerung AB von AB iiber A hinaus liegen, 
und erhalt die folgenden Rekursionsformeln: 


(A) s,A® =S,A°”, 











(B) 8,A°"<5,5,,+8,.,4°" <85,_,+5_,4=5,4, 
(C) A*°B>S,B-—S,A®°=8S,B—8,A*">8,B—S,A=AB. 


Denn dann sind alle Strecken zwischen Buchstaben ohne oberen Index 
gleichgerichtet. 
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Nun sei 8, der letzte Punkt S, auf 4B, s0 daS also S,,, auf AB, 
der Verlingerung von AB iiber B hinaus, liegt. Da die Beziehung (C) 
nun fiir jeden Punkt der Geraden AB gilt, der durch A von S, getrennt 
ist, so folgt aus ihr auch: 


(6) re > AS8,,,. 
Dann ist: AES 
(7) ee OY » OE 


und nach der ersten Aussage des Hilfssatzes: 





ASB 2 APS, ,,— BBs, 
= A”8,., — BS,,, > A8,,,— B8,,, = AB. 
Gehen wir nun zur nachsten Drehung um P,,, P,,, iiber, so ergibt 


sich zunachst wieder A**”§,,, = A®*”S,,. und: 


(8) 

















(9) Yai > A**8, 8.425441 > A8,.,— 8,425.41 = A8,,5, 


wo wieder die Strecken zwischen Punkten ohne obere Indizes gleich- 
gerichtet sind. Hieraus folgt dann: 





A***B> a?" | — BS... 
— A®*9, ,, — B5,,, > 45,., — BS,., = AB. 
Nach dem Schema (9), (10) kann man nun fiir alle weiteren Punkte S, 
auf AB schrittweise weiter schlieBen und erhalt so die Rekursionsformeln: 
(A’) A®8, = A*-”S,, 
(B’) A*"8,> A4*S,_, —8,8,_, > 45,_, —5,8,-, =—A8,, 


(10) 

















(C’) A*B>A®S,— BS,= AS, — BS, > AS,—BS,=AB. 
Aus den Relationen (A), (B), (C) und (A’), (B’), (C’) folgt dann fiir 
jede Verbiegung eines konvexen Polygons, durch die A in einen Punkt A® 
iibergeht, die Beziehung: 
A®°B>AB. 

Da man nun den Beweis mit Hilfe der Rekursionsformeln (A) — (C) 
und (A’)—(C’) auf Polygone mit beliebig vielen Seiten und Biegungen, 
die aus beliebig vielen Drehungen um diese bestehen, ausdehnen kann 


und jede stetig gekriimmte Kurve durch. derartige Polygone angenihert 
werden kann ergibt sich der Satz: 
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Verbiegt man eine ebene konvexe doppelpunktlose Kurve, die mit 
threr Sehne einen konvexen geschlossenen doppelpunktlosen Linienzug 
bildet, so wird thre Sehne langer. 

Die wesentliche Grundlage des Beweises bildet die Formel (2). Aus 
ihr ergeben sich schrittweise alle weiteren Ungleichungen, ohne daB ein 
wesentlich neues Element in die Beweisfiihrung eintritt. Darin kommt 
die Tateache zum Ausdruck, daB die durch eine erste Drehung herbei- 
gefiihrte Verlingerung der Sehne durch keine Drehung um eine andere 


Seite des Polygons wieder véllig riickgingig gemacht werden kann, sondern 
nur durch vollstandige Ausbreitung in die Ebene. 


§ 2. 
Der Schwarzsche Satz. 


In dem in der Einleitung erwahnten Satz von H. A. Schwarz iiber 
Kurven konstanter Kriimmung ist nun die Fragestellung gewissermaBen 
umgekehrt zu unserer bisherigen. Schwarz vergleicht nicht die Sehnen- 
langen verschiedener Kurven von gleicher Bogenlinge und Kriimmung, 
sondern die Bogenlingen von Kurven derselben Kriimmung iiber gegebener 
Sehne. Stellt man das hierhergehérige Extremalproblem fiir den Fall 
konstanter Kriimmung, so findet man zunichst durch Ansetzen der 
Lagrangeschen Gleichungen, da8, wenn man die Kurve keinen weiteren 
Bedingungen unterwirft, die Extremalbégen iiber einer gegebenen Sehne 
ebene Kurven, also Kreisbégen sind. Schwieriger ist die Frage, was fiir 
ein Extremum vorliegt. Und diese wird eben durch den Schwarzschen 
Satz dahin entschieden, daB von den beiden Bégen, in die der Kreis 
durch eine Sehne zerlegt wird, der kiirzere ein relatives Maximum und 
der gréBere ein relatives Minimum darstellt. 

Mit Hilfe des im vorigen Paragraphen bewiesenen Satzes gelangen 
wir durch die folgenden Uberlegungen zum Schwarzschen Satz. Da der 
Kreis die einzige ebene Kurve konstanter Kriimmung ist*), so kann jede 
nichtebene Kurve konstanter Kriimmung durch Verbiegung aus einem 
ein- oder mehrfach iiberdeckten Kreis abgeleitet werden. Nun kénnen wir 
zunachst Bégen konstanter Kriimmung, die linger als der Kreisumfang 
sind, von der weiteren Betrachtung ausschlieBen, da diese jedenfalls langer 
sind als jeder Teilbogen des Kreises, also der zweiten Aussage des Schwarz- 
schen Satzes entsprechen. Aus dem Satze des vorigen Paragraphen folgt 
dann zunachst, da8 nur solche Bégen des Kreises durch Verbiegung in 


*) Vgl. etwa Cestro-Kowalewski, Vorlesungen iiber natiirliche Geometrie (1901), 
S. 4; oder: Scheffers, Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie, 
2. Auflage (1910), Bd. 1, 8. 51 u. S. 391. 


10* 
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nichtebene Bégen konstanter Kriimmung * iiber einer Sehne 3 < 2 R iiber- 
gefiihrt werden kénnen, denen eine Sehne 3’ < 8 zugehért, da jeder Kreis- 
bogen eine Kurve von der in dem Hilfssatz betrachteten Art ist und also 
bei einer Verbiegung seine Sehne verlaingert. Nun wichst fir 0< S< Ra 
die Sehne 3’ des Kreises mit dem Bogen s, wahrend sie fir Ra< 8 <2Raza 
mit wachsendem Bogen abnimmt. Daraus ergibt sich, daB Sehnen kleiner 
als 8 nur zu derartigen Bégen des Kreises gehéren kénnen, die entweder 
kiirzer als der kleinere Kreisbogen s, << Ra oder linger als der gréBere 
Kreisbogen s, > Ra iiber der gegebenen Sehne 8 < 2R sind. Dies besagt 
aber gerade der Schwarzsche Satz: 


Jeder nichtebene Kurvenbogen konstanter Kriimmung k tiber einer 
Sehne 3<2R ist entweder kiirzer als der kleinere oder langer als der 
gréfBere Bogen des Kreises vom Radius R iiber der gegebenen Sehne. 

Es mag noch hinzugefiigt werden, da der Halbkreis unter den Bogen 
konstanter Kriimmung itiber dem Durchmesser keinen Extremwert darstellt. 
Denn es gibt unter den unendlich benachbarten Kreisbégen sowohl langere 
als kiirzere, denen eine kiirzere Sehne als der Durchmesser zugehért. 

Aus dem Schwarzschen Satze und unserem allgemeinen Satze kann 
man endlich noch die folgenden Satze iiber die Unverbiegbarkeit einer 
Ebene ableiten: 

Gibt man in einer Ebene einen Kreisbogen vor und fordert, daf 
derselbe seine Kriimmung und seine Sehnenldnge bewahren soll, so ist 
die Ebene starr. 

Und allgemein: 

Gibt man in einer Ebene eine doppelpunktlose Kurve vor, die mit 
threr Sehne einen geschlossenen konvexen doppelpunktlosen Linienzug 
bildet, und fordert, daB diese ihre Kriimmung und Sehnenlange behalten 
soll, so ist die Ebene starr. 


Der innere Grund fiir diese Satze ebenso wie fiir den zunichst iiber- 
raschenden Schwarzschen Satz diirfte in der in unserm Hauptsatze aus- 
gesprochenen Minimaleigenschaft der ebenen konvexen Kurven beziiglich 
der Sehne liegen. 


(Eingegangen am 4. 10. 1920.) 














Der Unabhingigkeitssatz fiir Doppelintegrale. 
Von 
K. Boehm in Karleruhe i. B. 


In einer Note, welche Herr David Hilbert der Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Gottingen vorzulegen die Giite hatte’), konnte ich dem 
zu gréBter Allgemeinheit gestalteten Unabhingigkeitssatze fiir einfache 
Integrale eine Herleitung geben, welche von anderen, mir bekannten, 
Darstellungen abweicht. Der dort angedeutete Gedankengang laBt sich, 
wie im folgenden an einem Beispiel gezeigt werden soll, auf Integrale 
iibertragen, welche sich iiber mehrfach ausgedehnte Bereiche erstrecken, 
wenn man nur die Begriffe heranzieht, welche Herr Vito Volterra in 
seiner Theorie der Funktionen von Linien so glinzend entwickelt hat. 

Um eine Vorstellung meines Verfahrens zu geben, ohne allzu weit- 
laufig zu werden und den Leser durch schwer zu iibersehende Formeln 
zu ermiiden, beschrinke ich mich hier auf die Betrachtung von Doppel- 
integralen, und zwar auf den einfachsten Fall, welcher sich bei solchen 
darbietet*). 


1) Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen. Mathematisch- 
physikalische Klasse. 1915. 

*) Die vorliegende Mitteilung war bereits von der Schriftleitung der Mathe- 
matischen Annalen angenommen, als mich Fraulein Emmy Noether auf die Inaugural- 
Dissertation des Herrn Georg Prange (Géttingen, 1915) aufmerksam machte, sie war 
bereits gedruckt, ehe es mir méglich wurde, einen Einblick in diese vortreffliche 
Arbeit zu gewinnen, welche ,,Die Hamilton -Jacobische Theorie fir Doppelintegrale‘‘ 
entwickelt und den Beweis fiir den Unabhbingigkeitssatz ebenfalls liefert. Die Ahn- 
lichkeit unserer Untersuchungen besteht in der folgerichtigen Verwendung der von 
Herrn Volterra geschaffenen Begriffe, welche sich jedem auf diesem Gebiete Arbeiten- 
den als natiirliche Hilfsmittel anbieten; doch werden die ,funktionalen Ableitungen“ 
des Doppelintegrales von mir auf eine eigene Weise gebildet, welche auch von dem 
Leser keine Kenntnis der Volterraschen Methode voraussetzt. Wesentlich aber 
scheint mir der Unterschied, daB Herr Prange, seinem Ziele entsprechend, von vorn- 
herein das Extremalenintegral im Auge hat, wihrend ich die Untersuchung zunichst 
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1. 


Es sei z eine beliebig zu wahlende reelle Funktion zweier reeller 
Verinderlichen x und y, fiir welche die Existenz und Stetigkeit der 
Differentialquotienten bis zur zweiten Ordnung gefordert werde; ihr geome- 
trisches Bild wollen wir als Fliche F bezeichnen. Bedeutet 

, ’ , oz , éz 

(1) f (@,Y,2, Ze, Zy) [ag — 2, s3— 5 
eine gegebene reelle stetige Funktion der angeschriebenen Argumente, so 
wird das, iiber das Innere einer geschlossenen Kurve ¢ der zy- Ebene 
erstreckte Doppelintegral 

(2) w= fff (u,v,2,2%%2%)dudy (w=, w= FF] 
in seinem Werte wesentlich von der Funktion z abhingen, und zwar von 
der Gesamtheit aller Werte, welche z innerhalb des von c umschlossenen 
Bereiches annimmt. w ist also ,,Funktion einer Flache F“, in der durch 
Herrn Volterra geschaffenen Bedeutung dieses Ausdrucks. Wir kénnen 
dies schreiben: 


(3) w= 9|(F)\- 
ec) 


Wird auch die das Gebiet der Integration begrenzende Kurve (c) 
als verinderlich angesehen, so erscheint w zugleich als Funktion einer 


Flache und einer Linie; diese Art der Abhangigkeit kénnte durch das 
Symbol 


(4) w= Oll7,¢)| 
zum Ausdruck gebracht werden. 

Wir denken uns nun eine Mannigfaltigkeit ($2) von Flachen F 
so definiert, daB durch jede geschlossene Raumkurve (C) eine einzige 
Flache aus (Mt) hindurchgeht. Eine solche Mannigfaltigkeit kann, zum 
Beispiel, durch die Lésungen einer partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit den unabhangigen Verinderlichen zx, y und der abhangigen 


Veranderlichen z gegeben sein. F — das heiBt z — ist Funktion der 
Raumkurve C, was wir durch eines der Symbole 


(5) F=F\[(C]}| oder z=—2z|[u,v,C}| 
andeuten kénnen. 





im Sinne meiner Géttinger Note auf ein allgemeines Integral einstelle und daher 
auch die Bedingungen angeben kann, unter welchen die Euler-Lagrangeschen Glei- 
chungen fiir eine Funktion zweier unabhingiger Verainderlicher identisch erfillt sind. 
Gerade diese Frage, fiir welche sich Fraulein Dr. Noether interessierte, hatte mir 
die Veranlassung geboten, aus dem Kreise der mich seit 1912 beschaftigenden Unter- 
suchungen diesen Ausschnitt ans Licht zu geben. 
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Die Projektion jener die Flache F (das hei®t die Funktion z) be- 
stimmenden Randkurve C auf die zy-Ebene sei die Grenzkurve unseres 
Integrationsbereiches. 

Das Doppelintegral (2) selbst ist durch diese Bestimmung eine Funktion 
der Randkurve C geworden. Wir miissen nun untersuchen, in welcher 
Weise sich sein Wert andert, wenn die Randkurve C gewisse Verinderungen 
erleidet. 

2. 


Zunichst ersetzen wir die Kurve C durch eine benachbarte Kurve C, 
welche, wie jene, auf dem in c senkrecht zur zy- Ebene errichteten Zy- 
linder liegt. 

Welches ist der zu der Randkurve C gehérige Wert w; des Inte- 
grales w? Da C und C die gleiche Projektion ¢ in der zy- Ebene haben, 
so ist das Doppelintegral iiber denselben Bereich zu erstrecken, wie in 
(2), nur mit einer anderen Funktion z, welche wir mit 7 bezeichnen 
wollen, um die Zugehérigkeit zu der Randkurve C anzudeuten. Erinnern 
wir uns an das Symbol (5), so besagt dies, da8 wir setzen: 


(6) #=2|[u,v,C}]], 


(7) W5 — Wy = SS {f(u,e,2, Bu, Be) — f (u,v, 2, 2, 2) }dudv. 
(e) 

Diese Differenz wird, in erster Annaherung, durch die entsprechende 
Variation des Doppelintegrales (2) wiedergegeben, wenn die Kurven C 
und C sich einander annahern. Nach dem gewohnten Verfahren der 
Variationsrechnung erhalt man aber, wenn die partiellen Integrationen 
gleich ausgefiihrt werden, 


(8) dw= {(fzav—ftdujoe+ ff (f— 2 (m)—£(h))duavoe 
(ec) (e) 
[dz =—2z|[w,v, C]| —2|[u,v,C]]], 
wo das erste Integral als ‘u.inienintegral iiber die Kurve c, das zweite als 
Flachenintegral iiber den von c begrenzten Bereich der xy-Ebene zu er- 
strecken ist. 
3. 

Nun werde auf der durch C bestimmten Flache F|(C]| eine zu C 
benachbarte Kurve C, angenommen, deren Projektion auf die zy - Ebene 
entsprechend mit c, bezeichnet werden mége. Die Differenz der beiden 
zu C und C, gehérigen Werte des Integrales (2) ist 


(9) we, — We a? f | f(u, 0,2, 24, 2%) dudv, 
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wobei das rechts angeschriebene Integral iiber den von c und c¢, be- 
grenzten Streifen der zy- Ebene erstreckt werden mu8. Fiir z und die 
Ableitungen dieser Funktion sind die der Fliche F'|[C]| entsprechenden 
Werte einzusetzen. 

Wir ziehen jetzt von jedem Punkte (x,y) der Kurve c eine Normale 
zu dieser bis zum Schnitt (z,,y,) mit der Kurve c,. Hierdurch sind die 
Punkte der beiden Kurven c und c,, und damit auch die Punkte der 
Kurven C und C,, eindeutig aufeinander bezogen, und zwar ist 


(10) Ae=2,—2=<dn+odn, 


wobei °* dem Fortschreiten auf der Fliche F |[C)| in der zur zy-Ebene 


und zu der Kurve ¢ senkrechten Ebene entspricht, w aber eine mit dn 
zugleich gegen Null konvergierende Funktion bedeutet, so da8 durch 


11) dz— “dn 
n 


das jenem Fortschreiten entsprechende Differential fiir die Randpunkte 
gekennzeichnet ist. 

Eine dritte Raumkurve C wird erhalten, wenn man jedem Punkte 
(z,y) der Kurve ¢ die z- Ordinate z, gibt, welche mit z,, y, zusammen 
einen Punkt von C, liefert. Diese Kurve kann auch so beschrieben 
werden: Man errichte auf ¢ den Zylinder K,, dessen Mantellinien parallel 
der z-Achse sind, und projiziere auf ihn die Kurve C, durch Normalen 
des Zylinders K,. Wir nennen die so erhaltene Kurve C kurz die ,,Nor- 
malprojektion“ von C, auf K,. 

Abgesehen von GréBen, welche bei unbegrenzter Annaherung der 
Kurven c und c, vernachlassigt werden diirfen, ist nun nach Gleichung (8) 


(12) we—wg={(fdo—fzau)tdn+ [{(n— £6) £(hy)dudvds 
(e) (e) 


[dz = 2|[u,v, C]| —2|[u,v,C]|]. 


Das Linienintegral auf der rechten Seite lat sich, wenn mit de das 
Bogenelement der Randkurve ¢ bezeichnet wird, so umformen: 


(13) J (Ac0s(2, «) — fey 008 (u, 8))<= dnds 
= { (fe;008(w,m) + fz 008 (v, n)) <= dnde =f (3 + fer o*) dnde. 
(e) 


Es stellt sich demnach dar als ein zweifaches Integral tiber den 
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zwischen c und ¢, liegenden Streifen der zy-Ebene, welches wir, in An- 
lehnung an die Bezeichnungsweise (9), auch so schreiben diirfen: 


(14) Sfctget tye) auae. 


<e,&)> 


Durch Verbindung von und (12) ergibt sich nun: 
(15) w - w= [fr fy %, — fsipauae — | fm K(f) —F( (fz) ))dudvdz 


(ce, > 
—e v, C)| ~ sltw, 0, 0,31) 


Hier sind, im Integranden des ersten Integrales, fiir z, z{, und z; die- 
jenigen Funktionen von u, v einzusetzen, welche sich in den Punkten des 
Randes C auf der Fliche F'|[C]| ergeben. 

Es ist klar, da8 wir unser Verfahren auch folgendermafen hiatten an- 
ordnen kénnen: 

Wir waren von den Punkten einer ganz beliebig gewahlten geschlossenen 
Kurve C durch Fortschreiten lings den Normalen des Zylinders K; zu den 
Punkten einer Kurve C, gelangt und hitten schlieBlich die durch C, be- 
stimmte Flache unserer Mannigfaltigkeit (Mt) mit dem Zylinder K; zum 
Schnitt gebracht. Diese zuletzt erhaltene Schnittkurve wire dann an die 
Stelie der Kurve C getreten, von welcher wir bei der friiheren Anordnung 
ausgegangen sind; an unseren Schliissen hitte sich nichts geandert. 

Das Bisherige zusammenfassend, kénnen wir sagen: 

Die rechte Seite der Gleichung (8) liefert die Variation von w fiir den 
Fall, da8 nur die z-Koordinaten der Randkurve variieren. 

Die rechte Seite der Gleichung (15) liefert die Variation von w fiir 
den Fall, daB8 die Projektionen der Randpunkte sich auf Normalen zur 
Projektion der Randkurve in der zy-Ebene bewegen, wahrend die z-Or- 
dinaten unverandert bleiben. 

4. 

Zum Schlusse wollen wir die Werte w und w, unseres Integrales w fiir 
zwei beliebige benachbarte Kurven C und C, vergleichen. 

Zu diesem Zwecke legen wir durch beide Kurven Zylinderflichen 
K,, und K, parallel zur z-Achse und projizieren die Kurve C, normal 
out den Zylinder K,, der Kurve C. Die Projektion heiBe C, der variable 
Abstand sweier suf derselben Mantellinie liegender Punkte von C und C 
werde mit 7—z=4z bezeichnet; dann ist, nach (8): 


(16) w5—w om Jt dv —f. zduyoe [f(t —F(fe fa) — go (fz) dude de 
[dz = z|[u, v, O}\—sitw, *, 071), 
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wahrend nach (15): 


i. a , d , Gout 
wo,— =f fif— fx fexaudn+ ff (n-L)- Zp) duava, 
<¢ es) (e) 
ie [6,2 = z|[u, v, C,]| —2|[u, v, C)\] 

Das auf der rechten Seite von (16) an erster Stelle auftretende Linien- 
integral 148t sich auch als Flichenintegral iiber den von den Kurven C 
urid C begrenzten Streifen des Zylinders K, auffassen. Wenn wir es als 
solches schreiben, so haben wir das Vorzeichen des Differentials nach v 
im Integranden zu dndern, also: 


ff — fydu dz — fz dvdz). 


Der eben genannte Flachenstreifen auf dem Zylinder K, und der in 
Gleichung (17) durch <(cc,) angedeutete Streifen der zy-Ebene sind 
beide Projektionen des Streifens, welcher von den Verbindungsstrecken 
entsprechender*) Punkte der beiden Raumkurven C und C, gebildet wird. 
Daher liefert die Zusammenfassung der beiden ersten Bestandteile der 
rechten Seiten von (16) und (17) das Flachenintegral 


(18) ffar- fy %, — f2,) dudv — fi, dudz — f,dzdu}, 


(cec,) 


welches iiber den vorhin gekennzeichneten Flachenstreifen zwischen C und C, 
zu erstrecken ist. 

Dieses tritt, wenn wir die Gleichungen (16) und (17) addieren, um 
die der Differenz wo,— wo enteprechende Variation zu bilden, auf der rechten 
Seite als erster Bestandteil auf. Der zweite Bestandteil ist ein Integral 
iiber den endlichen zweifach ausgedehnten Bereich (c) — das Innere der 
Kurve c. Es wird uns im folgenden nicht weiter beschaftigen, denn wir 
wollen die Annahme machen: 

Die Flachen F\(C]|\ unserer Mannigfaltigkeit (M) seten bestimmt 
durch die Bedingung, der partiellen Differentialgleichung 


(19) fe — dy (fag) — ae (fe) = 9 


im ganzen Inneren und auf der Begrenzung des Bereiches (c) zu geniigen. 
Wir nennen solche Flachen ,,Eztremalflachen“. 


*) Die Zuordnung wird durch die Kurve C vermittelt, auf welche sowohl die 
Kurve C als auch die Kurve C, bezogen sind. 
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Hierdurch fallen in (16) und (17), folglich auch in der Summe dieser 
Gleichungen, die zweiten Summanden auf der rechten Seite fort, und die 
von uns gesuchte Variation des Integralwertes w erscheint in der Form 
des Streifenintegrales (18). 


5. 


Nun denken wir uns eine von einem Parameter abhingige Schar von 
Extremalflachen gegeben, derart, da8 durch einen Punkt u,v,z eines 
gewissen Raumgebietes eine einzige Flaiche hindurchgeht; die zu dieser 
Flache und zu diesem Punkte gehérenden Werte der Ableitungen 


? ez 


= 5, und z= = sollen mit p und g bezeichnet und ,,GefaUfunk- 


tionen“ des von der Extremalflachenschar gebildeten ,,Feldes‘‘ genannt 
werden. 


(20) (2,)=p(u,v,2); (2) = (u, 2, 2). 


Eine, im iibrigen beliebige, Flache G@ werde von den Extremalflachen 
des Feldes in einer Schar von geschlossenen Kurven geschnitten, welche 
untereinander keine Punkte gemein haben, so daB jeder, zwischen zwei 
Extremalflichen F, und F, liegende Teil der Fliche G durch andere Ex- 
tremalflachen in infinitesimale Streifen zerlegt werden kann. 

Bilden wir nun fiir die einzelnen Streifen das Flachenintegral (18), 
indem wir fiir z’ und z; die vorhin definierten Gefallfunktionen p und q 
einsetzen, und summieren iiber alle Streifen, so erhalten wir ein Ober- 
flachenintegral, zu erstrecken iiber das zwischen F, und F, liegende Stiick 
der Flache G: 


(1) [{{(f-pfh—af)audv—flavds— fide du}. 


Da das einzelne Streifenintegral (18) in erster Annaherung die Diffe- 
renz der zwei von den begrenzenden Extremalflachen gelieferten Werte 
des Integrals w darstellt, so heben sich bei der Summierung alle Zwischen- 
werte fort, und es bleibt nur die Differenz der iiber F, und F, erstreckten 
Integrale w iibrig. 

Schrumpft die von F, auf G ausgeschnittene Kurve auf einen Punkt 
zusammen, so ist das Integral (21) iiber das ganze Innere der von F, auf G 
ausgeschnittenen Kurve L, zu erstrecken. Sein Wert mu8 iibereinstimmen 
mit dem Werte unseres Integrales w, wenn in dessen Integranden fiir z 
die Funktion 
(22) =2z|[u,v, Z,]| [vergleiche (5)] 
gesetzt, und als Rand fiir den Bereich der Integration die Projektion der 
Kurve DL, auf die zy-Ebene gewahlt wird. 
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Da dieser letztere Wert nur von der Randkurve L, abhangt, so mu8 
dasselbe von dem Oberflichenintegral (21) gelten; dieses mu8 also von 
der Natur der Flache G unabhingig sein. 


Nun ist bekannt, daB ein in der Form 
(23) fftzc. v,z)dudv+ U(u,v,z)dvudz+ V(u,v, s)dzdu} 


geschriebenes Oberflichenintegral jenen Charakter der Unabhiangigkeit von 
der Flache dann und nur dann besitzt, wenn die Bedingung 


a0 , av, a2 
(24) ma thth 7° 


in allen Punkten des Bereiches der Integration erfillt ist. Es mu8 also 
in unserem Falle 


(25) 4 (f—pf,—af) -2(f) -Z(f) =0 
sein. 

In der Tat erkennt man leicht, daB diese Gleichung erfiillt ist, wenn 
p und g die Gefallfunktionen des durch die partielle Differentialgleichung 
(19) bestimmten Feldes bezeichnen. 

Setzt man in (2) 

f=Vitat+s, 

so sind die Flichen, welche wir oben ,,Extremalflachen“ genannt haben, 
Minimalflachen. Das Oberflichenintegral (21) hat in diesem Falle eine 
einfache geometrische Bedeutung, welche in der nachstehenden Mitteilung 
»Uber eine Eigenschaft der Minimalflachen“ erklart wird. 


(Eingegangen am 25. 9. 1920.) 


Uber eine Eigenschaft der Minimalflichen. 


Von 


K. Boehm in Karlsruhe i. B. 


Untersuchungen iiber den Unabhiingigkeitssatz fiir Integrale in mehr- 
dimensionalen Bereichen, von welchen ich in diesem Hefte einiges mit- 
teilen durfte, haben mich eine Eigenschaft der Minimalflachen auffinden 
lassen, welche den Geometern bisher entgangen zu sein scheint. Sie bildet 
eine merkwiirdige Verallgemeinerung gewisser fundamentaler Satze tiber 
die Projektion von Flachenstiicken und geschlossenen Oberflichen auf 
Ebenen. 


Ich lése die Ergebnisse hier aus den Gedankengangen heraus, welche 


mich zu ihnen gefiihrt haben, und gestalte auch den Beweis so, da8 er 
ohne die Kenntnis jener Untersuchungen verstandlich wird. 


Zuerst mu8 ich erklaren, was unter dem Ausdrucke ,,ein Stiick einer 
krummen Oberflache Element fiir Element auf eine andere Flache pro- 
jizieren“ verstanden werden soll, wobei ich, der Klarheit zu Liebe, nicht 
umhin kann, einiges allzu Elementare an den Anfang zu stellen. 


Durch zwei einwertige reelle Funktionen 


(1) %—=2,(2,y), 2% =2%(2,y), 


fiir welche wir das Vorhandensein stetiger Abgeleiteter von der ersten 
und der zweiten Ordnung zur Voraussetzung machen, seien zwei Flachen 
F, und F, definiert. Ordnen wir die Punkte, welche sich in denselben 
Punkt der zy-Ebene projizieren, einander zu, so sind die beiden Flachen 
oder zwei irgendwie begrenzte Stiicke J, und J, beider Flachen in um- 
kehrbar eindeutiger Weise aufeinander bezogen. Die Randpunkte eines be- 
grenzten Stiickes der einen Flache sind den Randpunkten des entsprechen- 
den Stiickes der anderen Flache zugeordnet. 


Durch eine endliche Anzahl von Parallelen zur z-Achse und eine end- 
liche Anzahl von Parallelen zur y-Achse werde in der ry-Ebene die ge- 
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meinsame Projektion der beiden Flachenstiicke in Rechtecke und in (durch 
den Rand) krummlinig beschnittene Stiicke von solchen eingeteilt. 

Die vier auf der zy-Ebene senkrechten Ebenen 
(2) T= %y, C= t+d%, Y= Yo. Y=Y+t+FY, 
wobei 2, ¥,, 2%, dy, gegebene Konstanten bezeichnen, schneiden aus 
jeder der Flachen ein krummlinig begrenztes Viereck, aus ihrer Tangen- 
tialebene ein Parallelogramm heraus. Dieses kann, in Analogie zu dem 
Begriff ,,Bogendifferential, als das zu dem Rechteck (2) gehérige ,, Ober- 
flachendifferential“ bezeichnet werden. Man beachte, daB der Begriff 
» Differential“ hier, wie iiberall, wo er in sauberer Weise eingefiihrt wird, 
in keiner Weise mit sogenannten ,,unendlich kleinen“ GréBen etwas zu 
tun hat. 

Wie die Punkte, so entsprechen sich nun die aus den Flachen aus- 
geschnittenen Vierecke und die aus den Tangentialebenen ausgeschnittenen 
,,Oberflachendifferentiale* unserer beiden Flaichen F, und F,. 

Das Oberflachendifferential einer Flache z, = z,(z, y); [« = 1, 2] ist, 
seiner Stellung und seinem Flacheninhalte dF, nach, gekennzeichnet durch 
das auBere Produkt der beiden Vektoren 


(3) Us =(€, + Pats)dx, und B, =(e,+ 9,0.) yp, 


wobei ¢,, ¢,,¢, Vektoren von der Lange 1 in der Richtung der Achsen 
bedeuten, d. h. durch den Vektor 


(4) We ~ Ba = (— Pt; — Gals + ty) dx dy, 
worin 

02a P _ (Oz 

(5) P. = a : | Se 


gesetzt ist. 

Wir projizieren nun jedes Oberflachendifferential der Flache F, auf 
die Ebene des entsprechenden Oberflachendifferentials der Flache F, und 
bilden die Summe dieser Projektionen fiir simtliche Rechtecke der zry- 
Ebene, welche mit allen ihren Punkten in das Innere des von der Rand- 
kurve begrenzten Bereiches hineinfallen. Alsdann verfeinern wir die Ma- 
schen des zugrunde gelegten Gitters in der xy-Ebene, indem wir die 
Seitenlangen der Rechtecke nach irgendeinem Gesetz unbegrenzt abnehmen 
lassen. Wenn bei diesem ProzeB die gebildete Summe der Projektionen 
gegen einen bestimmten Grenzwert konvergiert, so soll dieser als die 


,orthogonale Elementprojektion des Flachenstiickes J, auf die Flache F,“ 
bezeichnet werden, oder wir sagen auch: 
Das Flachenstiick J, wird Element fiir Element auf F, projiziert’. 
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Analytisch driickt sich der soeben definierte Begriff aus durch ein 
Doppelintegral, welches sich in der Schreibweise der Vektoranalysis (ich 
benutze das von Burali-Forti und Marcolongo vorgeschlagene Zeichen- 
system) so wiedergeben la8t: 

i, ~8,x<U,~8,_ ru, <u, 8, x8, — 8, <U, U, xB, 
(6) P=f[*aeser J hAR. 
oder, in den Zeichen der Koordinatengeometrie 
(68) = P=Jf(l+pi+ay*(l+n.7,+a%)dedy. 
Nach (4) sind — p,dady und —g,dzdy die Projektionen unseres Ober- 
flichendifferentials dF, auf die yz-Ebene und auf die zz-Ebene. Dem- 
nach kann man dem Integral (6a) die Gestalt geben: 
- P= —p, dy dz, — —% 42,da+dzdy 
7) re tare 

Wir fragen nun, wann dieses Integral, bei gegebener Funktion z, (x, y), 

von der Wahl der Funktion z,(z, y) unabhiangig, also einzig durch die 


Randkurve bestimmt ist, und finden die Antwort in dem bekannten Kri- 
terium 








(8) © (as) +5 (ats) +e (area) —° 
ax\yitpi+ae/ ey\Vit+pe+ah/ oe, \Vl+p3 +e? 
Da der dritte Summand gleich Null ist, so bleibt, als Bedingung fiir 
die Funktion z,, die partielle Differentialgleichung iibrig 


9 ) = (aes) + (ata) -° 
da\Vi+pit+a?/  ay\Vit+pi+et ' 
welche fordert, daB die Fliche F, eine Minimalflache sei. 


Hat umgekehrt die Fliche F, diese Eigenschaft, so ist das Integral 
(7) tatsaichlich nur eine Funktion des Randes. 

Aus diesen Uberlegungen folgen die Satze: 

Zwei durch dieselbe Randlinie begrenzte Stiicke beliebiger krummer 
Flachen besitzen auf einer Minimaljlache die gleiche Elementprojektion.“ 

Die Elementprojektion einer geschlossenen Flache auf eine Mini- 
malflache ist stets gleich Null.‘ 

Einschrankungen kénnen diese Sitze erleiden, wenn zwischen den 
beiden Flachen, von welchen im ersten, und im Innern der geschlossenen 
Flache, von welcher im zweiten die Rede ist, Punkte vorhanden sind, fiir 
welche die linke Seite von (9) ihren guten Sinn verliert. 

Projizieren wir ein Flachenstiick, Element fiir Element, auf die durch 
seinen Rand gelegte Minimalflache, so mu8 — wegen der Unabhangigkeit 








160 K. Boehm. Minimalflachen. 


des Integrales (7) von der Natur der Fliche F, — die Projektion die- 
selbe GréBe haben, als wenn die Minimalflache auf sich selbst projiziert 
wiirde: 


SJR SET = ffi ~ 81 = [Vist oF Fa dedy. 
Das heiBt: 

Die orthogonale Elementprojektion eines durch eine vorgegebene 
Linie berandeten Stiickes einer beliebigen Flache auf die durch diesen 
Rand bestimmte Minimalflache ist stets gleich dem Flacheninhalte des 
durch die Randlinie auf der Minimaljlache abgegrenzten Stiickes.“ 

Wenn der Rand durch eine ebene Kurve gebildet wird, so ist die 


Minimalflache eine Ebene, und wir sehen uns auf bekannte Siatze zuriick- 
gefiihrt. 


(Kingegangen am 25. 9. 1920.) 


Adolf Hurwitz’). 
Von 
D. Hilbert in Gottingen. 


Adolf Hurwitz wurde am 26. Marz 1859 in Hildesheim geboren 
Hier besuchte er das stadtische Realgymnasium, an welchem damals der 
in Fachkreisen spaéter bekannt gewordene Mathematiker Hannibal Schubert 
den mathematischen Unterricht erteilte. Schubert fiihrte den jungen 
Hurwitz schon auf der Sekunda in den ,.Kalkiil der abzihlenden Geo- 
metrie“ ein, eine damals neu emporkommende Disziplin, deren systema- 
tische Bearbeitung und Ausbildung Schubert sich zu seiner Lebensaufgabe 
gemacht hatte. Hurwitz wurde durch diesen persénlichen Verkehr mit 
Schubert sehr friihzeitig zu selbstandigem Forschen angeregt und ver- 
Sffentlichte bereits als 17jahriger Schiiler mit seinem Lehrer zusammen 
in den Nachrichten unserer Gesellschaft eine Arbeit Uber den Chaslesschen 
Satz au + Br. 

Auf Schuberts Rat begann Hurwitz 1877 sein Studium bei Klein, 
der damals an der Technischen Hochschule in Miinchen lehrte. Hier lernte 
Hurwitz vor allem die Zahlentheorie kennen, die Klein gerade las. Von 
Miinchen ging Hurwitz auf drei Semester nach Berlin, wo er die strengen 
funktionentheoretischen Methoden von WeierstraB und nicht minder die 
eigenartigen arithmetischen Denkweisen von Kronecker in sich aufnahm 
und verarbeitete. Nach Miinchen zuriickgekehrt trat er mit Klein, dem 
er 1880 nach Leipzig folgte, in regsten persénlichen Verkehr, und es ent- 
standen so die bedeutenden Arbeiten von Hurwitz iiber elliptische Modul- 
funktionen, unter ihnen vor allem 1881 die Inauguraldissertation, in der 
er auf Anregung von Klein mit Benutzung Eisensteinscher Ansiatze eine 


2) Abgedruckt aus Géttinger Nachrichten, Geschiftliche Mitteilungen, 1920. Das 
von Rudio herausgegebene Verzeichnis der Verdffentlichungen ist abgedruckt aus 
Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zirich 65 (1920). 
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von der Theorie der elliptischen Funktionen unabhingige Theorie der 
elliptischen Modulfunktion schuf. Ein Hauptteil dieser Dissertation handelt 
von den sogenannten Multiplikatorgleichungen, die Hurwitz im Anschlu8 an 
die Arbeiten von Klein und Kiepert mit der ihm eigenen Griindlichkeit 
und Sorgfalt studiert. 

Der Leipziger Verkehr mit Klein (1881—1882) brachte Hurwitz ins- 
besondere einen wissenschaftlichen Gewinn, der fiir seine gesamte Ent- 
wicklung von entscheidendem Einflu8 gewesen und bestindig in seinen 
Publikationen erkennbar ist, namlich das Vertrautwerden mit den Rie- 
mannschen Ideen, die damals noch nicht wie heute Allgemeingut waren, 
und deren Kenntnis gewissermaBen die Versetzung in eine héhere Klasse 
von Mathematikern bedeutete. Und Hurwitz lernte in Leipzig nicht nur 
allgemein die Riemannschen Methoden, sondern auch deren so fruchtbare 
Anwendung auf die Theorie der automorphen Funktionen kennen, die 
Klein gerade mit héchstem Erfolge betrieb. 

Da nach einem Beschlusse der Leipziger Fakultét die Habilitation 
eines Realgymnasialabiturienten unter keinen Umstanden mehr zulissig 
sein sollte, so war fiir Hurwitz ebenso wie fiir den jungen Hélder, den 
gegenwartigen Leipziger Ordinarius fiir Mathematik, die Habilitation in 
Leipzig bei Klein nicht méglich, Hurwitz habilitierte sich daher 1882, 
ebenso wie nachher Hélder, in Géttingen. 

In diese Géttinger Zeit fallt die Veréffentlichung einer Reihe von 
interessanten Abhandlungen insbesondere aus dem Gebiete der Funktionen- 
theorie, so der Beweis des Satzes, daB eine einwertige Funktion beliebig 
vieler Variabler, welche iiberall als Quotient zweier Potenzreihen dargestellt 
werden kann, eine rationale Funktion ihrer Argumente ist. Dieser von 
Weierstra8 ohne Beweis ausgesprochene Satz wird hier von Hurwitz in 
sehr eleganter Weise auf Grund der Nichtabzahlbarkeit des Kontinuums 
bewiesen. 

Zwei Jahre spaiter, noch nicht 25 Jahre alt, wurde Hurwitz auf Ver- 
anlassung von Lindemann, der seine auBerordentlichen Fahigkeiten als 
Forscher wie als Lehrer erkannte, nach Kénigsberg berufen. Hier wurde ich, 
damals noch Student, bald von Hurwitz zu wissenschaftlichem Verkehr 
herangezogen und hatte das Gliick, durch das Zusammensein mit ihm in 
der miihelosesten und interessantesten Art die Gedankenrichtungen der 
beiden damals sich gegeniiberstehenden und doch einander sich so vor- 
trefflich erganzenden Schulen, der geometrischen Schule von Klein und 
der algebraisch-analytischen Berliner Schule kennenzulernen. Dieser Ver- 
kehr wurde um so anregender, als euch der geniale Hermann Minkowski, 
mit dem ich schon vorher befreundet war und der wahrend der Universi- 
tatsferien regelmaBig bei seiner Familie in Kénigsberg weilte, zu ‘unserm 
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Freundschaftsbund hinzutrat. Auf zahllosen, zeitenweise Tag fiir Tag 
unternommenen Spaziergingen haben wir damals wahrend acht Jahren 
wohl alle Winkel mathematischen Wissens durchstébert, und Hurwitz mit 
seinen ebenso ausgedehnten und vielseitigen wie festbegriindeten und wohl- 
geordneten Kenntnissen war uns dabei immer der Fiihrer. 

Die Kénigsberger Jahre waren fiir Hurwitz eine Zeit intensivster 
Arbeit. Zunachst setzte er seine schon friiher unter dem Einflu3 von 
Klein begonnenen Untersuchungen iiber Klassenanzahlrelationen fort, wobei 
er merkwiirdige Aufschliisse iiber gewisse in diesen auftretende zahlen- 
theoretische Funktionen induktiv gewinnt und dann allgemein als richtig 
nachweist. Auch der geometrische Interessenkreis, der durch seine friiheren 
Arbeiten iiber SchlieBungsprobleme und Tangentenkonstruktionen charak- 
terisiert ist, fesselt ihn noch, wie seine Bemerkungen iiber die Schrétersche 
Konstruktion der ebenen Kurve 3* Ordnung zeigen; aber seine Haupt- 
kraft wendet er der Erforschung schwieriger algebraischer Fragen mittels 
funktionentheoretischer, insbesondere Riemannscher Methoden zu. Aus der 
Fiille der in rascher Folge erscheinenden Abhandlungen seien als die be- 
deutendsten und aus dieser Schaffensperiode tiefstgehenden die folgenden 
erwahnt: 


Uber algebraische Korrespondenzen und das verallgemeinerte Korre- 
spondenzprinzip. 

Ober diejenigen algebraischen Gebilde, welche eindeutige Transfor- 
mationen in sich zulassen. 

Uber Riemannsche Flachen mit gegebenen Verzweigungspunkten. 

Zur Theorie der Abelschen Funktionen. 


Die erste Abhandlung bringt eine Klarung der Frage nach der An- 
zah] der Koinzidenzen einer algebraischen Korrespondenz auf einer be- 
liebigen Kurve. In der zweiten Abhandlung, die eine Fiille von neuen 
Ergebnissen enthalt, wird unter anderem eine obere Grenze fiir die An- 
zah] der Transformationen einer algebraischen Kurve in sich und fiir ihre 
Ordnungen angegeben. Die letzte der genannten Arbeiten schafft frucht- 
bare Ansitze zur Ubertragung der Riemannschen Theorie der algebraischen 
Funktionen auf Funktionen, die sich auf einer Riemannschen Fiache 
multiplikativ verhalten. 

Ein mit Vorliebe von Hurwitz behandeltes Thema war die Theorie 
der arithmetischen Kettenbriiche. In seiner Arbeit Uber die Entwicklung 
komplexer Gréfen in Kettenbriiche ging er dabei iiber den bisher allein 
beriicksichtigten Bereich der reellen Zahlen hinaus und stellte einen all- 
gemeinen Satz iiber die Periodizitét der Kettenbruchentwicklung relativ 


quadratischer Irrationalitaten auf, der auf die Kettenbruchentwicklungen 
11* 
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in den Kérpern der dritten und der vierten Einheitswurzeln eine inter- 
essante Anwendung findet. 

Die sehr merkwiirdigen Resultate iiber spezielle Kettenbriiche, namlich 
iiber die Kettenbruchentwicklungen der Zahl e und iiber die Kettenbriiche, 
deren Teilnenner arithmetische Reihen bilden, sind ebenfalls hier zu er- 
wahnen, obwohl die Veréffentlichung der letzten Arbeiten in eine spitere 
Zeit fallt. 

Auch entstehen in der Kénigsberger Zeit die Abhandlungen Uber 
arithmetische Eigenschaften gewisser transzendenter Funktionen. 

SchlieBlich beginnt in der Kénigsberger Zeit die Veréffentlichung einer 
Reihe von Abhandlungen, wie Uber die Nullstellen der Besselschen Funk- 
tionen und Uber die Wurzeln einiger transzendenten Gleichungen, in 
denen er verschiedene funktionentheoretische Hilfsmittel zur Trennung der 
Wurzeln transzendenter Gleichungen heranzieht und dabei zu Ergebnissen 
gelangt, die auch fiir den praktischen Gebrauch dieser Funktionen von 
Bedeutung sind. 

Michaelis 1892 folgte Hurwitz einem Rufe als ordentlicher Professor 
an das Eidgendssische Polytechnikum in Ziirich, wo er 27 Jahre hindurch 
bis zu seinem Tode wirkte. Wahrend dieser Zeit in Ziirich, die an Pro- 
duktivitét der Kénigsberger nicht nachsteht, hat Hurwitz den Bereich 
seiner schépferischen Titigksit bestandig erweitert, so daB diese schlieBlich 
alle Teile der reinen Mathematik betraf. 

Unter den Abhandlungen iiber neu hinzukommende Gegenstande seien 
hier folgende hervorgehoben: 


Zur Invariantentheorie, eine Arbeit, in der Hurwitz unter anderem eine 
Verallgemeinerung des bekannten Hermiteschen Reziprozitatsgesetzes der 
binaren Invariantentheorie auf Formen von beliebig vielen Variabein findet. 

Uber die Erzeugung der Invarianten durch Integration, eine Arbeit, 
in der Hurwitz ein neues Erzeugungsprinzip fiir algebraische Invarianten 
entdeckt, das ihm insbesondere erméglicht, ein von mir eingeschlagenes 
Verfahren zum Nachweis der Endlichkeit des vollen Invariartcnsystems 
auf den Fall orthogonaler Invarianten anzuwenden. 

Ober die Theorie der Ideale. 

Uber einen Fundamentalsatz der arithmetischen Theorie der alge- 
braischen Groéfen. 

Zur Theorie der algebraischen Zahlen. 

Der Euklidische Divisionssatz in einem endlichen algebraischen 
Zahlkor per. 

Diese Arbeiten enthalten zwei neue Beweise des Fundamentalsatzes 
der Idealtheorie iiber die eindeutige Zerlegbarkeit der Ideaie in Primideale. 
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Der erste schlieBt an die Gedankenginge von Kronecker iiber die Verwen- 
dung von Unbestimmten an; der zweite Beweis, den Hurwitz in der letzten 
Arbeit noch ausfiihrt und sehr vereinfacht, ist bemerkenswert durch die 
Analogie mit dem Euklidischen Algorithmus in der elementaren Zahlentheorie. 

Die unimodularen Substitutionen in einem algebraischen Zahlenkorper. 

In dieser Arbeit handelt es sich um die Gruppe aller derjenigen 
linearen binaren Substitutionen, deren Koeffizienten ganze Zahlen eines 
gegebenen algebraischen Zahlkérpers von der Determinante 1 sind. Das 
Hauptergebnis ist in dem Satze enthalten, daB diese Gruppe stets eine 
endliche Anzahl von erzeugenden Substitutionen besitzt. 


Uber lineare Formen mit ganzzahligen Variabeln, eine Arbeit, die 
einen direkten und klassisch gewordenen Beweis des beriihmten Min- 
kowskischen Satzes iiber Linearformen bringt. 


Uber die Bedingungen, unter welchen eine Gleichung nur Wurzeln 
mit negativen reellen Teilen besiizt. Dieses Problem aus der Theorie 
der kleinen Schwingungen ist auch fiir die technischen Anwendungen von 
héchster Bedeutung. Fiir die Entscheidung ergibt sich als notwendig und 
hinreichend, daB gewisse in Determinantenform aus den Koeffizienten der 
Gleichung gebildete Zahlen positiv ausfallen. 

Uber die Zahlentheorie der Quaternionen. 

Vorlesungen iiber die Zahlentheorie der Quaternionen. (Berlin, 
Julius Springer, 1919.) Der wesentliche Gedanke besteht in der Erkenntnis, 
daB die ganzzahligen Quaternionen zu einem Bereich erweitert werden 
kénnen, der analoge Eigenschaften besitzt, wie die Gesamtheit der ganzen 
algebraischen Zahlen eines Kérpers. Dadurch wird die Theorie schéner 
Anwendungen auf alte klassische Probleme der Zahlentheorie fahig. 


Uber die Entwicklungskoeffizienten der lemniskatischen Funktionen. 
Diese Arbeit behandelt die Eigenschaften der Entwicklungskoeffizienten 
der WeierstraBschen g-Funktion im lemniskatischen Falle, die den ge- 
wohnlichen Bernoullischen Zahlen entsprechen, und das Hilfsmittel ist die 
komplexe Multiplikation der lemniskatischen Funktion. Die Eleganz, mit 
der die groBen Schwierigkeiten des Problems iiberwunden werden, ist be- 
wunderungswiirdig. 

Sur un théoréme de M. Hadamard. Die kurze Arbeit enthalt ein 
Seitenstiick zu einem bekannten Hadamardschen Satze, indem sie ein 
Verfahren angibt, aus zwei gegebenen Potenzreihen eine neue zu bilden, 
deren singulare Stellen sich aus den singuliren Stellen der beiden ge- 
gebenen additiv zusammensetzen. Die Arbeit ist noch besonders dadurch 
bemerkenswert, da8 Hurwitz darin die Poincarésche Theorie der Residuen 
der Doppelintegrale in neuer Weise anwendet. 
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Sur quelques applications géométriques des séries de Fourier. Hur- 
witz beweist hier unter prinzipieller Anwendung der Fourier-Koeffizienten 
auf elegante Art die klassischen Minimaleigenschaften des Kreises. 


Ober eine Darstellung der Klassenzahl bindrer quadratischer Formen 
durch unendliche Reihen. In dieser Arbeit, die im Dirichlet-Bande des 
Crelleschen Journals erschienen ist, gibt Hurwitz eine sehr merkwiirdige, 
auf vollstandig neuen Prinzipien beruhende Darstellung fiir die Klassen- 


anzah] binarer quadratischer Formen negativer Diskriminante durch 
unendliche Reihen. 


Ober die Tragheitsformen eines algebraischen Moduls. Durch Ein- 
fiihrung des Begrifis der Tragheitsform gelingt es Hurwitz unter anderem, 
neue Beweise der Mertensschen Sitze iiber die Resultante von n Formen 
mit m homogenen Variabeln zu gewinnen und iiber sie hinaus zu gehen. 
Insbesondere ergibt sich eine neue, sehr elegante Darstellung der Resul- 
tante als gréBter gemeinsamer Teiler von gewissen n Determinanten. 


Uber die Entwicklung der allgemeinen Theorie der analytischen 
Funktionen in neuerer Zeit. Auf dem Ziiricher internationalen KongreB 
gab Hurwitz ein Bild von dem damaligen Stande der Theorie der ana- 
lytischen Funktionen: es ist ein Vortrag, mustergiiltig durch die klare und 
pragnante Ausdrucksweise, sowie die gliickliche Umgrenzung und Auswahl 
des so weit ausgedehnten Stoffes. 

Hurwitz hat seit seiner Habilitation 1882 in ununterbrochener Regel- 
maBigkeit von allem, was ihn wissenschaftlich beschaftigte, Aufzeichnungen 
gemacht und auf diese Weise eine Serie von 31 Tagebiichern hinterlassen, 
die ein getreues Bild seiner bestindig fortschreitenden Entwicklung geben 
und zugleich eine reiche Fundgrube fiir interessante uud zur weiteren Be- 
arbeitung geeignete Gedanken und Probleme sind. 


Aber Hurwitz war nicht bloB Forscher, er gehérte vielmehr zu den 
hervorragendsten und erfolgreichsten mathematischen Universititsdozenten 
unserer Zeit. Insbesondere nach der Wegberufung Minkowskis von Ziirich 
widmete er sich der ihm am eidgenéssischen Polytechnikum iibertragenen 
Aufgabe der Ausbildung der mathematischen Oherlehrer mit hingebender 
Liebe und Pflichttreue. Seine Vorlesungen waren durch die sorgfaltige 
Auswahl des Stoffes, die abgerundete Ausdrucksform und die ruhige, klare 
Sprache ausgezeichnet. In den Ubungen war er bestindig darauf bedacht, 
durch apregende Aufgaben zur Mitarbeit heranzuziehen, und es war charak- 
teristisch, wie oft man ihn in seinen Gedanken auf der Suche nach geeigneten 
Aufgaben und Problemstellungen fiir seine Schiiler antraf. Von welchem 
Erfolge seine Miihe war, davon legen die zahlreichen schénen Dissertationen, 
die unter seiner Leitung entstanden sind, Zeugnis ab. 
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Von seinen Publikationen gilt das gleiche, wie von seinen Vorlesungen, 
sie sind in Form und Stil ein Spiegelbild seiner Persénlichkeit. LEinige 
darunter, z. B. das kleine schon vorhin erwahnte Buch iiber die Zahlen- 
theorie der Quaternionen, sind Meisterstiicke der Darstellungskunst. Er 
war besonders eingenommen gegen alle Art von Aufmachung und unechtem 
Beirat bei der Publikation: eine mathematische Arbeit sollte nirgends 
iiber den Bereich der wirklichen Leistung und erkannten Wahrheit hinaus 
mehr erscheinen wollen, und er konnte, wie mild sonst sein wissenschaft- 
liches Urteil war, dann wohl ein scharfes Wort brauchen, wenn er die 
Verschleierung einer Liicke im Gedankengang irgendwo zu riigen fand. 

Unter seinen Betitigungen auBerhalb des Berufes stand obenan die 
Musik, die ihm eine notwendige Erganzung zur Wissenschaft war. Er be- 
trieb von Jugend an das Klavierspiel und vervollkommnete sich darin 
bestandig. Musikalische Darbietungen bereiteten ihm zugleich Erhebung 
und Genu8, und namentlich in der spiateren Ziiricher Zeit wurde sein 
Haus mebr und mehr eine Pflegestatte der Musik. 

Hurwitz war ein harmonisch entwickelter und philosophisch abgeklarter 
Geist, gern bereit zur Anerkennung der Leistungen anderer und von auf- 
richtiger Freude erfiillt iiber jeden wissenschaftlichen Fortschritt an sich: 
ein Idealist im guten altmodischen Sinne des Wortes. Er war eine vor- 
nehme Natur: angesichts der heute so verbreiteten Unsitte, die eigene 
Berufung zu betreiben, schitzen wir in Hurwitz ganz besonders den Mann, 
der so tief innerlich bescheiden und zugleich so frei von allem AduBeren 
Ehrgeiz war, daB er keine Krankung dariiber empfand, wenn ein Mathe- 
matiker, der ihm an Bedeutung nachstand, ihm bei Berufungen vorgezogen 
wurde. Ubrigens fiihlte er sich in der schénen Natur der Schweiz und 
ihren freiheitlichen Einrichtungen auBerst wohl, und durch das Entgegen- 
kommen von seiten der eidgendssischen Schulbehérde war seine amtliche 
Tatigkeit genau seinen Wiinschen gemaB gestaltet. Es ist ihm schlieBlich 
zum Gliick ausgeschlagen, daB er in der Schweiz blieb, da er den kérper- 
lichen und seelischen Anstrengungen, die das Leben in Deutschland wahrend 
des Krieges fiir ihn mit sich gebracht hatte, nicht gewachsen gewesen wire. 

Hurwitz war von unscheinbarem AuBeren; aber das kluge und lebhafte 
Auge verriet seinen Geist. Sein freundliches und offenes Wesen gewann 
ihm, als er nach Kénigsberg kam, rasch die Herzen aller, die ihn dort 
kennen lernten, und wie sehr man ihn in Ziirich schitzte, bezeugen allein 
die zahlreichen warmen Nachrufe, die ihm aus schweizerischen Kreisen 
zuteil geworden sind. 

Seine friihzeitigen Erfolge hatten ihn nicht iiberhebend gemacht, viel- 
mehr blieb er seiner bescheidenen. Natur treu und mied jedes persénliche 
Hervortreten im akademischen und 6ffentlichen Leben. 
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In Ziirich war er ein Mittelpunkt fiir den Kreis der jiingeren Mathe- 
matiker, und wahrend der letzten Dezennien hat gewi8 kein Mathematiker 
des In- und Auslandes Ziirich passiert, ohne ihn, der selbst wenig reiste, 
zu besuchen. 

Auch duBere Anerkennungen sind ihm zuteil geworden: die mathe- 
matischen Gesellschaften zu Hamburg, Charkow und London ernannten 
ihn zu ihrem Ehrenmitglied; auch war er auswartiges Mitglied der Acca- 
demia dei Lincei zu Rom. Unserer Gesellschaft gehérte er seit 1892 als 
korrespondierendes und seit 1914 als auswirtiges Mitglied an. 

Hurwitz war seit seiner Jugend von zarter Gesundheit: zweimal, in 
den Jahren 1877 und 1886, wurde er von schwerem Typhus heimgesucht. 
Heftige Migraine zwang ihn bereits auf der Universitat, dfters seine Studien 
zu unterbrechen. Am besten ging es ihm gesundheitlich in den ersten 
Jahren in Ziirich. Die damals berechtigte Hoffnung seiner Freunde, daB 
seine Beschwerden nur nervéser Natur seien, erfiillten sich nicht. Im 
Juli 1905 muBte zu einer Operation geschritten werden: es wurde ihm 
die eine Niere entfernt, und als spiter auch die zweite Niere erkrankte, 
war duBerste Vorsicht und Schonung geboten. Wahrend dieser schweren 
Jahre stand ihm seine Frau, die Tochter des Kénigsberger Professors der 
Medizin Samuel, in aufopferndster Treue zur Seite: ihrer keinen Augen- 
blick ruhenden Sorge und aufs genaueste bedachten Pflege gelang es, vor- 
iibergehende Besserungen in seinem Befinden zu erzielen, und es wurde 
ihm dadurch méglich, bis zuletzt seine Berufspflichten zu erfiillen. Hur- 
witz selbst ertrug sein Schicksal mit der iiberlegenen Ruhe des Philo- 
sophen. Der Wunsch, von den Seinen nicht Abschied nehmen zu miissen, 
ist ihm erfiillt worden: er erwachte in den Tagen vor seinem Tode nicht 
mehr zum BewuBtsein. 

Es war ein ganz der siillen Denkerarbeit gewidmetes, sich selbst 
stets treues Gelehrtenleben, das am 18. November 1919 allzufriih zu Ende 
ging — in dankbarem und treuem Andenken bewahrt auch auBerhalb 
des Verwandten- und Freundeskreises iiberall in der mathematischen 
Gelehrtenwelt. 
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‘) Hurwitz hat iiber seine Verdffentlichungen stets genau Buch gefiibrt, und 20 


stammt auch das vorliegende Verzeichnis ganz von seiner Hand. Mein Anteil daran 
beschriinkt sich daher, von redaktionellen Anderungen a im wesentlichen 
auf das Lesen der Korrektur. 
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Zur Axiomatik der Mengenlehre’). 


Von 


A. Schoenflies in Frankfurt a. M. 


Die Hilbertsche Grundlegung der Geometrie darf fiir alle analogen 
Untersuchungen als vorbildlich gelten. Zwei ihrer Eigenschaften sind es, 
auf die es hier ankommt. Erstens wird von allen sprachlichen Defini- 
tionen der Objekte, mit denen sie operiert, wie Punkt, Gerade, zwi- 
schen usw. abgesehen; nur ihre gegenseitigen Beziehungen und deren 
Grundgesetze werden axiomatisch an die Spitze gestellt*). Zweitens wer- 
den die Axiome in verschiedene Gruppen gewisser Eigenart und Tragweite 
gespalten (die des Schneidens und Verbindens, die Axiome der Ordnung, 
der Kongruenz usw.), und es ist eine wesentliche Aufgabe des axioma- 
tischen Aufbaues, zu priifen, bis zu welchen Resultaten eine einzelne oder 
mehrere dieser Gruppen fiir sich fiihren. Die gleiche Behandlung eignet 
sich fiir die Mengenlehre. Von sprachlicher Einfiihrung der Begriffe Menge, 
Bereich usw. ist daher ebenso abzusehen, wie von der des Punktes oder 
Raumes. Ebenso kann man hier gewisse Axiomgruppen unterscheiden, 
die Axiome der Aquivalenz, die Axiome der Ordnung usw., und kann die 
gleichen Fragen stellen, wie im Gebiet der Geometrie. Dies soll im 
folgenden geschehen, und zwar fiir denjenigen Teil, der nur mit der Aqui- 
valenz der Mengen, der Mengenteilung und Mengenverbindung, sowie der 
Mengenvergleichung operiert. 

*) Mit Zusatz abgedruckt aus Amsterdam Ac, Proceedings 22 (1920). 

*) Der Euklidische Aufbau beginnt noch mit den Worten: Ein Punkt ist, was 
keine Teile hat. Eine Linie ist eine Linge ohne Breite usw. In dem Verzicht auf 
alle solchen sprachlichen Begriffsbestimmungen liegt einer der wesentlichen durch 
Hilbert besonders modern gewordenen Gedanken. Ubrigens hatte schon Pasch durch 


seine Vorlesungen iiber neuere Geometrie (Leipzig, 1882) in dieser Richtung vorbild 
lich gewirkt, Die Mengenlehre hat sich diesem Gedanken bisher nicht erschlossen. 
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Will man die Probleme der Mengenlehre einer derartigen Behandlung 
unterwerfen, so ist es oberstes Erfordernis, die Begriffe der endlichen und 
der unendlichen Menge auf einer Grundlage einzufiihren, die nur die eben- 
genannten Fundamentalbegriffe benutzt. Soiche Definitionen sind ja in 
der Dedekindschen Begriffsbestimmung vorhanden: Eine Menge M heibt 
unendlich, wenn es eine (echte) Teilmenge M’ von M gibt, die aqui- 
valent M ist; sie heiBt endlich, wenn es eine solche Teilmenge nicht 
gibt. Sie haben daher den alleinigen Ausgangspunkt zu bilden. 

Die historische Entwicklung der Mengenlehre ist freilich wesentlich 
anders vor sich gegangen. Wahrend vorstehend die unendliche Menge 
als das logisch positiv bestimmte Objekt erscheint, und die endliche 
Menge als ihr logisches Gegenteil, ist die historische Entwicklung umge- 
kehrt von den endlichen Mengen als wohibekannten mathematischen Ob- 
jekten ausgegangen, und hat die unendlichen Mengen als Gegensatz der 
endlichen Mengen eingefiihrt. Der so benutzte Begriff der endlichen 
Menge gehért aber bereits einem Gebiet an, das sich nicht mehr aus- 
schlieBlich an die Aquivalenzbeziehungen anschlieBt. Der historisch iiber- 
kommene Begriff der endlichen Menge ruht ja iiberhaupt nicht auf axio- 
matischer Grundlage. Mag man ihn sprachlich oder empirisch oder an- 
schaulich auffassen, er war im wesentlichen an der Hand des Zahlbegriffs 
entstanden und ruht jedenfalls auf Voraussetzungen, in die auch die Ord- 
nung als Grundbegriff eingeht. Diese gehért aber bereits einer Begriffs- 
gruppe an, von der hier abzusehen ist. So laufen in der historischen 
Entwicklung der Mengenlehre zwei wesentlich verschiedene Bestimmungen 
der endlichen und unendlichen Mengen unvermittelt nebeneinander her 
und erschweren infolgedessen die Frage nach dem, was den einzelnen 
Satzen axiomatisch zugrunde liegt. Auch insofern ist eine Klarung des 
Sachverhalts wiinschenswert. 

Das Resultat erweist sich in zwei Punkten als durchaus eigenartig. 
Die Vergleichung der Mengen beziiglich ihres GréBencharakters ist namlich 
nichts, was dem Mengenbegriff allein eigentiimlich ist; sie betrifft allge- 
meiner alle Objekte, fiir die man das Ganze und den Bestandteil unter- 
scheiden kann. Die Axiomatik, die hier entwickelt wird, ist also richtiger 
eine Azxiomatik der GréBenlehre, und zwar in dem besonderen Fall, da& 
es auch GréBen von unendlichem Charakter gibt. Dies bedingt, daB die 
Elemente der Mengen im folgenden gar nicht benutzt werden; immer nur 
bilden die an sich méglichen Beziehungen zwischen den Ganzen und ihren 
Teilen den Gegenstand der Untersuchung. Deren auf axiomatischer Grund- 
lage ruhende, umfassende Erérierung bildet den eigentlichen Inhalt der 
Arbeit. Ich habe aber doch die gewohnten Mengenbezeichnungen bei- 
behalten. Fiir die Elemente der Mengen wird erst am SchluB eine auf 
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den Begriff der Teilmenge sich stiitzende Einfiihrungsméglichkeit gezeigt. 
Sie erscheinen als solche Teilmengen, die selbst nicht weiter in Teilmengen 
zerlegbar sind (gleichsam als die Atome). 

Eine zweite Eigenart der Untersuchung betrifft die logischen Not- 
wendigkeiten, die der axiomatische Aufbau dieses besondern Gebietes ver- 
langt. AuBer den selbstverstandlichen axiomatischen Festsetzungen iiber 
die Regeln, nach denen man mit den Begriffen der Aquivalenz, der Teil- 
mengen usw. zu operieren hat, treten auch noch Annahmen auf, die man 
wohl nicht erwarten mag. Bei ihrer Einfiihrung handelt es sich aber — 
und darin besteht die genannte Eigenart — weniger um spezifisch mathe- 
matische Notwendigkeiten, als vielmehr um retin logische; also um Fest- 
setzungen, die deshalb nétig sind, weil man ohne sie — um welches wissen- 
schaftliche Gebiet es sich handeln mag — aus den in Frage stehenden 
Voraussetzungen Schliisse tiberhaupt nicht ableiten kann. Ein allgemeiner 
Grandsatz der Logik lautet: E mere negativis nihil sequitur; d.h. aus 
lauter negativen Primissen kann eine Folgerung nicht gezogen werden. 
Aus den Satzen 

kein YU ist ein B, kein B ist ein € 
la8t sich in der Tat eine Beziehung zwischen Y{ und € nicht entnehmen; 
und ebenso wenig gestatten die Siatze 


kein 8 ist ein UW, kein € ist ein Y 


eine Beziehung zwischen 8 und €*). Gerade solche Priamissen sind es 
aber, die uns bei den mengentheoretischen Problemen mehrfach begegnen, 
und deshalb der Einfiihrung einer zwischen Y& und € oder zwischen 8 und € 
vorhandenen Beziehung den Stempel der axiomatischen Notwendigkeit 
aufdriicken. 


§ 1. 


Die Aquivalenz. 


Die mathematischen Objekte, von denen im folgenden die Rede sein 
wird, heiBen Mengen (Teilmengen, Verbindungsmengen). Alle sollen den- 





*) Aus den Vordersatzen 
W ist nicht B, W ist nicht € 

kann freilich in gewissen Fallen doch eine positive Folgerung gezogen werden und 
zwar fiir & selbst. Namlich dann, wenn man eine zwischen ® und € bestehende 
positive Beziehung kennt. Aus den Sitzen: 

Das Dreieck D ist nicht spitzwinklig; und 

Das Dreieck D ist nicht stumpfwinklig 
folgt, da8 D rechtwinklig ist. Hier liegen naimlich nur scheinber ausschlieBlich nega- 
tive Primissen vor; zu ihnen kommt als positive der Satz: Jedes Dreieck ist entweder 
spitzwinklig oder stumpfwinklig oder rechtwinklig. Vgl. auch die Anmerk. auf S. 182. 
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selben Aquivalenzbeziehungen gehorchen, die wir als Axiome der Aqut- 
valenz (~) einfiihren. Sie lauten: Sind M, N, P verschiedene Mengen, 
so gilt 

I. Aus M~WN folgt N~M. 

Il. Aus M~N und N~P folgt M~P. 


Der Aquivalenzbegriff hat also sowohl kommutativen, wie auch asso- 
ziativen Charakter. 

Aus diesen Axiomen folgt: 

1. Aus M~WN und N nicht ~ P folgt M nicht~ P. Denn wire 
M~ P, so wiirde daraus in Verbindung mit N~ M gema8 I weiter 
N ~ P folgen, im Gegensatz zur Voraussetzung. 

Die Axiome I und II zeigen, daB sie die Ausdehnung auf den Fall 
zulassen, daB M und N dieselbe Menge bedeuten. Wir fiigen also als 
weiteres Axiom hinzu 

Ill. Es ist M~M. 


§ 2. 
Teilmengen und Verbindungsmengen. 


Ist M’ Teilmenge von M, so soll dies durch 
M'tM 

bezeichnet werden. Wir nehmen durchweg an, daB M’ von M verschieden 
ist, und nennen insofern M’ auch echte oder eigentliche Teilmenge von M. 

Fiir die Teilmengen sollen folgende Axiome gelten (Aziome der 
Teilmengen): 

I. Aus M'tM und M"tM’ folgt M’tM. 

II. Jede Teilmenge M’ von M bestimmt eindeutig eine zweite Teil- 
menge M, von M, die ihre Komplementarmenge beziiglich M heiBt. 

III. Die Komplementérmenge von M, ist wiederum M’. 

Wir diirfen daher folgende Bezeichnungen einfiihren. Wir schreiben 
M,kM' resp. M'kM, und setzen demgema8 (III) in die Form 

TI’. Aus M, kM’ folgt M’kM.,. 

Fiir die Beziehung von M, und M’ zur Menge M selbst schreiben wir 

M =(M,, M’)=(M’, M,), 

und sagen, da8 M in die Teilmengen M’ und M, zerfallt. Zusammen- 
fassend kénnen wir also sagen: 

Aus M'tM folgt M,tM, M,kM’, M'kM,, M=(M’',M,). 

Seien nun M und N zwei Mengen, so kénnen beziiglich ihrer Teil- 
mengen zwei Faille eintreten. Entweder gibt es fiir M und N identische 

















Axiomatik der Mengenlehre. 177 


Teilmengen, oder es gibt keine solchen Teilmengen. In diesem Fall nennen 
wir die Mengen fremd zueinander, oder kurz fremd, und schreiben 


MfN resp. NfM. 
Fiir fremde Mengen gilt der Satz: 
1. Sind M und NW fremde Mengen, so ist auch jede Teilmenge von 
M zu jeder Teilmenge von NW fremd; d. h. 
Aus MfN, M'tM, N'tN folgt M'fN’. 
Waren namlich die Teilmengen M’ und N’ nicht fremd, und ist P 
eine in beiden enthaltene Teilmenge, so hatte man 


PtM’, M’tM und PtN’, N’'tM, 


und daher gema8 I auch 
PtM und PtN, 


im Widerspruch mit der Voraussetzung. 


la. Der Satz gilt auch so, daS M’ zu NW selbst, und ebenso N’ zu 
M fremd ist. Der Beweis ist derselbe. 

Wir stellen weiter folgende Axiome auf: 

IV. Die beiden Komplementarmengen M' und M, einer Menge M 
sind fremde Mengen; d. h. 

Aus M,kM’ folgt M,fM’. 

Diese Beziehung soll aber auch umgekehrt gelten; zu diesem Zweck 
fiihren wir folgendes weitere Axiom ein (Aziom der Verbindungsmengen). 

V. Zwei fremde Mengen N und P bestimmen eine und nur eine 
Menjze M, deren Komplementarmengen sie sind; d. h. 

Aus NFP folgt NtM, PtM und NkP. 

Die Axiome IV und V lassen sich also auch so auffassen, daB die 
Beziehungen NkP und NfP gleichwertig sind. Wir nennen die Menge 
(N,P) die Verbindungsmenge von N und P. Es folgt noch 

2. Die Mengen N und P sind von ihrer Verbindungsmenge M = (N, P) 
verschieden. 

Denn da sie nach V Komplementérmengen von & sind, so ist jede 
eine echte Teilmenge von M. 

Die Menge (N, P) hat auBer N und P gemaS Axiom I auch jede 
Teilmenge N’ und P’ zu Teilmengen. Damit sind aber, wie wir durch 
ein weiteres Axiom festsetzen, nicht ihre simtlichen Teilmengen erschépft. 
GemaB Satz 1 und 1a ist auch N’ zu P’ fremd, ebenso N’ zu P und 
N zm P’; nach Axiom V gibt es daher je eine Menge 

(N’,P’), (N,P’) und (N’*, P). 


Mathematische Annalen. 88. 12 
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Fiir sie setzen wir nun fest: 
VI. Ist M=(N,P), 80 sind auch die Mengen 
(N’,P’), (N’,P), (N, P’) 

Teilmengen von M; es ist aber auch jede von N,N’ P, P’ verschiedene 
Teilmenge von dieser Form. 

Wir folgern hieraus den Satz: 

8. Ist M=—(N, P) und ist die Menge Q fremd zu NW und fremd zu 
P, so ist sie auch fremd zu M; dh. aus QfN und Q/fP folgt Qf(N,P). 

Ware namlich die Menge Q nicht fremd zu M, so gabe es fiir sie 
und M eine identische Teilmenge; d.h. es gibe eine Teilmenge Q’, die 
gema8 VI eine der Formen 

N,N’, P,P’, (N,P’), (N’,P), (¥’,P’) 

haben miiBte. Diese Teilmenge Q’ hatte also jedenfalls N oder P oder 
eine Teilmenge von N oder P als Teilmenge; d.h. es gabe eine Teilmenge 
Q” von Q’, die mit NW oder P oder einer Teilmenge von N oder P iden- 
tisch ware. Nun ist aber nach I Q” auch Teilmenge von Q und damit 
ergibt sich ein Widerspruch gegen die Voraussetzung. 

Der Satz 3 lat sich auch in die Form setzen: 

8a. Ist die Menge Q nicht fremd zur Menge (N, P), aber fremd zu W, 
so ist sie nicht fremd zu P. 

Will man den Begriff der Verbindungsmenge auf mehr als zwei Mengen 
ausdehnen, so hat man ein neues Axiom nétig. Es ist jedoch fiir das 
Folgende nicht erforderlich, dies naher auszufiihren. 


§ 3. 
Die Verkniipfung der Mengen. 


Die verschiedenen Beziehungen, die zwischen zwei Mengen M und N 
Platz greifen kénnen, sind aus der folgenden von Cantor angegebenen 
Aufzahlung aller Méglichkeiten ersichtlich, die unsern Ausgangspunkt ab- 
geben soll: 

a) Es gibt ein M’~N, und ein N’~ M. 

b) Es gibt kein M,~N, aber ein N’~ M. 

c) Es gibt ein M’'~ N, aber kein N, ~ M. 

d) Es gibt kein M,~ WN, und kein N,~ M ‘). 

*) Die Anwendung oberer und unterer Indizes bei den Teilmengen im positiven 


und negativen Fall soll im allgemeinen zur Erleichterung der Auffassung beibehalten 
werden. P 
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Wir wollen diese vier Beziehungen durch 
(A) MaN, MbN, McN, MdN 
darstellen. Man erkennt zunachst unmittelbar: 
i. Die Beziehungen a), b), c), d) schlieBen einander gegenseitig aus. 
2. Die Beziehungen MaN und NaM, ebenso MdN und NAM 
sind identisch. Die Beziehung MON ist identisch mit NcM. 
Wir erértern sofort, welche dieser Beziehungen sich auf den Fall aus- 
dehnen lassen, daB M und WN dieseibe Menge bedeuten. Es findet sich 


2a. Die Beziehungen MbM und McM sind widerspruchsvoll. Sie 
fordern namlich das gleichzeitige Bestehen von 


M’'~M und kein M,~M. 


Dagegen sind die Beziehungen Ma M und Md M widerspruchsfrei. 
Ubrigens 148+ sich dies auch als unmittelbare Folge von 1 und 2 auf- 
fassen. 


Sei P eine weitere Menge, so besteht zwischen N und P ebenfalls 
eine der Beziehungen 


(B) NaP, NbP, NecP, NdP, 


und es entsteht die Frage, welche Folgerung sich fiir die Mengen M und P 
einstellt, wenn man eine Beziehung der Reihe (A) mit einer Beziehung der 
Reihe (B) kombiniert. Diese Aufgabe la8t sich ohne Einfiihrung neuer 
Axiome nicht erledigen. Ein erstes, das den Begriff der Teilmenge mit 
dem der Aquivalenz verbindet, sei das folgende: 

I. Aus den Relationen 

M'tM, M~N 
lassen sich die Relationen 
N'tN, N’~M' 

folgern; d.h. ist M~ N, 80 bedingt eine jede Teilmenge M' von M die 
Existenz einer Teilmenge N’ von N, die zu M’ dquivalent ist. 

Vielleicht mag man erwarten, daB die Menge N’ als diejenige wobl- 
bestimmte Menge eingefiihrt wird, die der Menge M’ gemaB der zwischen 
M und N bestehenden Aquivalenz entspricht. Aber dies ist fiir den hier 
vorgenommenen Aufbau — jedenfalls an dieser Stelle — weder méglich 
noch nétig. Es geniigt, die Hzistenz einer Menge N’ mu fordern; welches 
diese Menge ist, darf ganz offen bleiben. Es hingt dies damit zusammen, 
da8 die Aquivalenz M~ N in ihrer besondern Eigenart hier nicht in 
Frage kommt; nur die Relationen, die die Eigenart des Aquivalenzbegrifis 
kennzeichnen, und fiir zwei Mengen und ihre Teilmengen bestehen, werden 
in Betracht gezogen. 

12* 
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Einen Teil der oben gestellten Frage hat bekanntlich schon Cantor 
selbst beantwortet; man zeigt leicht 


3. Aus MaN und NaP folgt MaP. 


4. Aus MaN und NbP folgt MbP. 
5. Aus MaN und NeP folgt McP. 
6. Aus MbN und NOP folgt MbP. 
7. Aus McN und NeP folgt McP °®): 


Die Beweise sind natiirlich ausschlieBlich auf die in a), b), c), d) ent- 
haltenen Beziehungen zu stiitzen. Ein Beispiel mége zeigen, wie sie sich 
fiihren lassen. Um aus den Relationen 

MbN und NbP weiter MbP 

zu folgern, haben wir von 

kein M,~N, ein N’'~M, 

kein N,~P, ein P’~N 
auszugehen®*), und daraus die Beziehungen 

kein M,~ P, ein P’~M 
abzuleiten. Wir beweisen zunichst den zweiten Teil. Wegen P’ ~ N 
gibt es nach I eine Teilmenge P” ~ N’, und aus N’~ M folgt nun 
P” ~M. Die Richtigkeit der ersten Behauptung erweisen wir indirekt. 
Ware namlich ein M’ ~ P, so folgte gema8 I aus N’ ~ M wiederum die 
Existenz einer Menge N” von N’, fiir die N” ~ M’ sein miiBte, und aus 

M'~P, N’~M' weiter N’~P, 
wahrend kein N, ~ P sein kann. 
Es bleibt noch iibrig, das gleichzeitige Bestehen der Beziehungen 


MbN und NeP 


zu untersuchen, sowie die Kombination von MdN mit einer der Be- 
ziehungen 
NaP, NbP, NcP, NdP. 


Hier gilt zunichst, daB aus MbN und NcP eine bestimmte Be- 
ziehung zwischen M und P nicht folgt; d. h. 


8. Mit MbN und NcP ist jede der vier Beziehungen MaP, M bP, 
McP, MdP vertraglich. 


*) Diese Tateachen entsprechen bekanntlich dem Umstand, daB wenn man den 
Fallen a, b, ¢ die Beziehungen ,gleich*, ,kleiner“, ,gréBer“ zuweist, die fir diese 
Beziehungen geltenden assoziativen Gesetze erfiillt sind (z. B. aus «=f und f=, 
folgt a=y usw.). 

5*) Es ist klar, da cin N’ ~ M usw. nicht die Bedeutung hat von ,nur ein“ 
sondern von ,mindestens ein“. 7 
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Der Beweis darf unterbleiben. Nur sei bemerkt, daB dies dem realen 
Tatbestand entspricht, dessen axiomatische Grundlegung hier in Frage steht *)- 

Wir gehen nun zu dem Rest unseres Problems iiber und priifen zu- 
nachst die Kombination von 


(@) MdN und NdP. 


Die Frage lautet auch hier, ob die Beziehungen (a) eine bestimmte 
Beziehung zwischen M und P bedingen und eventuell welche. Hier liegt 
der in der Einleitung genannte Fall vor, daB es sich um lauter negative 
Pramissen handelt. Diese Pramissen sind 


) kein M,~N, kein N,~M, 
« 
\ po N,~P, kein P,~N. 


Aus ihnen 1a8t sich auf direktem Wege iiber die Beziehung von M 
zu P nichts schlieBen. Teilweise gelingt es allerdings auf indirektem 
Wege; in einzelnen Fallen kommt niamlich dadurch zu den obigen Pra- 
missen eine neue Tatsache hinzu, die positiver Natur ist. Um die Unter- 
suchung durchzufiihren, hat man namlich zu priifen, ob die Annahme 
einer der Beziehungen 


(B) MaP, MbP, McP, MdP 


auf Grund der bisherigen axiomatischen Festsetzungen einen Widerspruch 
mit dem gleichzeitigen Bestehen der Beziehungen (a) bedingt, und zwar 
kommen naturgema8 hier nur die Axiome von § 1, das obige Axiom § 3, I 
und der obige Satz 2 in Frage. Diese Priifung haben wir ausfiihrlich 
vorzunehmen *). 

Zuniachst sieht man leicht, daB die Beziehungen 


MbP und ebenso McP 


als Folgen von («) auszuschlieBen sind. Wegen Satz 2 kann man ném- 
lich die Beziehungen («) auch in die Form 


PdN und Nd M 
setzen, und miiBte daher als Folge von (a) ebenso auch 
PbM oder PcM 


erhalten. Aber MbP und PbM, und ebenso McP und Pc sind nach 
Satz 2 nicht identisch, womit die Behauptung erwiesen ist *). 


*) Fir Machtigkeiten wiirden die Relationen m<n und n> p bestehen; sie be- 
dingen keine GréBenbeziehung zwischen m und p. 

*) In den Math Ann. 72 (1912), S. 551, ist diese Untersuchung schon teilweise 
durchgefiihrt worden. 

*) Die logische Eigenart des oben behandelten Problems entspricht also nicht 
ganz dem in der Einleitung genannten Tatbestand. Es lautet nimlich genauer so: 
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Es ist weiter zu untersuchen, ob sich die Beziehung 
(7) MaP 


als Folge von (a) einstellen kann. Hier ist ein Resultat, das dies un- 
méglich macht, nicht erhiltlich. Die Bezichung MaP bedeutet namlich 


(y’) ein M'~ P, ein P’~ M. 
Die Verbindung mit (a) liefert gema8 § 1 die weiteren Relationen 
kein N,~ P’, kein N,~ M’. 


Genauer bedeutet dies: Es gibt eine Teilmenge P’, der keine Teil- 
menge von N dquivalent ist, und es gibt auch eine Teilmenge M’, der 
keine Teilmenge von N Aquivalent ist. Dies stellt aber einen Widerspruch 
zu (a@’) oder zu (y’) nicht dar. 


Es soll noch eine zweite Priifung vorgenommen werden; wir haben 
auch den assoziativen Charakter der Beziehungsregeln in Betracht zu 
ziehen. Ist MaP das Resultat von («), so heiBt dies, daB das gleich- 
zeitige Bestehen von 

MdN, NdP, MaP 


nicht widerspruchsvoll sein darf. Nun sollen aber zwei von diesen Be- 
dingungen stets eine dritte bedingen, und daraus folgt, daB aus 


MaP und PdN wieder MdN 
und aus 


NdM und MaP wieder NdP 


folgen muB. Es ist nun die Frage, ob diese Regeln einen widerspruchs- 
losen Charakter haben. Dies ist in der Tat der Fall. Man sieht es am 


einfachsten daraus, daB man die assoziativen Gesetze, die die Beziehungen 


Welche von vier méglichen Beziehungen wird durch die dem Problem eigentiimlichen 
nur negativen Primissen ausgeschlossen? Bei der Annahme, MbN oder MeN seien 
die Folgen dieser negativen Primissen, wird von selbst eine neue Tatsache eingefiihrt; 
die Symmetrie der Beziehungen MdN und NdP beziiglich M und P steht namlich 
im Gegensatz zu der Unsymmetrie der Folgerungen MbP oder MeP fir M und P. 
Und daher ergab sich oben ein Resultat. Die Annahme, MaP oder MdP seien die 
Folgen der negativen Primissen, liefert dagegen eine solche neue Tateache nicht; es 
ergibt sich daher, wie das obige weiter zeigt, ein Resultat nicht. 

Allgemeiner gesprochen: Wenn die Primissen: & ist nicht 6 und % ist nicht € 
sich auch in die Form setz » lassen: € ist nicht 8 und © ist nicht &, so kann da- 
mit nur eine solche Beziehuag zwischen & und € vereinbar sein, die zugleich die 
ndmliche Beziehung zwischen € und & bedeutet. Eine genauere Analyse des hiermit 
mehrfach besprochenen logischen Problems von seiten der Logiker wire sehr crwiinscht. 
Das letzte Wort soll mit dem vorstehenden nicht gesprochen sein. 
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(@) und (d) miteinander verbinden, wenn man noch Satz 3 beachtet, in 
die einfache Form 
(aa)=(dd)=a, (ad)=(da)=—d 
setzen kann; sie sind das genaue Analogon zu den Vorzeichenregeln 
(+)(+)=(-)(-)=+; (4)(-)=(-)(H=-, 

deren assoziativer Gesamtcharakter feststeht. 

Wir haben endlich noch die Beziehung 


(3) MdP 
als mégliche Folge der Beziehungen («) zu erértern. Sie bedeutet 
(3’) kein M,~P, kein P,~ M. 


Hier zeigt sich zunichst, da8 sich aus ihr und den Relationen («’) 
weitere direkte Folgerungen iiberhaupt nicht entnehmen lassen, da sie 
jetzt samt und sonders negativer Natur sind. Wir priifen auch hier noch 
den assoziativen Gesamteharakter. Ist MdP das Resultat von MdN 
und NdP, so bedingt es jetzt, daB aus 


MdP und PdN wieder MdN 
und aus MdM wnd MdP wieder MdP 


folgt; hier aber ist der widerspruchsfreie Charakter evident. Also folgt: 


9. Mitden Beziehungen MdN und NdP kann sowohl die Beziehung 
MaP, wie MdP zugleich bestehen. 

Keine der beiden Annahmen y und 4 fiihrt also auf einen Wider- 
spruch mit den in («’) enthaltenen Praimissen; wir kénnen daher auf 
diesem Wege nicht zu einem Resultat iiber die vorliegende Frage gelangen. 
Man muB8 daher in der Tat die Folgerung, die sich aus MdN und NdP 
ergeben soll, axiomatisch einfiihren; naturgem&B so, wie es durch den 
realen Tatbestand der Mengenlehre gefordert wird. Ihn aufzubauen ist 
ja einer der Zwecke dieser Darstellung*). Wir setzen daher fest (Axiom 
der Verkniipfung) 


Il. Aus MdN und NdP folgt MdP. 


Dieses Axiom hat einen doppelten Charakter, einen rein logischen, 
und einen mathematischen. Es enthilt die logische Forderung, daB aus 
zwei bestimmten Pramissen der Reihen (A) und (B) — wenn sie nicht etwa 


*) Das obige Axiom entspricht im Rahmen der Cantorschen Theorie inhaltlich 
der Forderung der Vergleichbarkeit. Der Text zeigt, daB dieser Forderung eine ge- 
wisse rein logische Bedeutung inne wohnt. Man kann natiirlich eine Mengenlehre auch 
so aufzubauen suchen, daB8 man die Unvergleichbarkeit als méglich zulé8t. Davon 
ist hier abgesehen worden; vgl. iibrigens auch § 7. 
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einander widersprechen — stets ein und nur ein Schlu8 gefolgert werden 
soll; auBerdem die mathematische, daB es gerade der in II enthaltene 
sein soll. Aus ihr erhalten wir nun leicht die Antwort auf die noch aus- 
stehenden Verkniipfungen fiir die Beziehungen (A) und (B). Zunichst 
beweist man 


10. Aus MbN und NdP folgt MbP. 
10a. Aus McN und NdP folgt McP. 
Fiir den Beweis von (10) haben wir auszugehen von 
kein M,~ N, ein N’~ M, 
kein N,~ P, kein P,~ N, 
und daraus die Beziehung MOP, also 
kein M,~ P, ein P'~ M 
abzuleiten. Wir folgern zunichst, da8 eine Beziehung 
M"~P 
unméglich ist. Aus N ~ M wiirde namlich auf Grund dieser Annahme 
die Existenz einer Teilmenge N” folgen, fir die 
N’~ M"~P 
wire, im Widerspruch zu kein N,~ P. Damit ist die Beziehung kein 
M, ~ P erwiesen. Es ist jetzt noch zu zeigen, daB es ein P’~ M gibt. 
Ware dies nicht der Fall, so bestande auf Grund des vorstehenden jetzt 


die Beziehung 
kein M,~ P, kein P,~ M, 


also die Relation MdP, und zusammen mit der vorausgesetzten Beziehung 
PdN folgte geméB Axiom II die Beziehung MdN, im Widerspruch zu 
MbN. Damit ist der Beweis wieder geliefert. Ebenso wird der Beweis 


fir McN und NdP gefiihrt, was einer ausfiihrlichen Darstellung nicht 
bedarf. 


Wir haben schlieBlich noch die Kombination von 
MaN und NdP 


zu erértern. Wir folgern zunichst, daS diese beiden Relationen an sich 
nur die Folge 
MdP 


gestatten. Wir haben aaszugehen von 
M'~ N, N'A M, 
kein N,~ P, kein P,~ N, 
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und zeigen zunachst, daB hiermit nur 
kein M,~ P, kein P,~ M, 
vertriglich sind. Gabe es namlich eine Menge M” ~ P, so folgerte man 
wie oben eine Relation 
N’~ M’~ P 
im Widerspruch mit der Voraussetzung: kein N,~ P; ebenso folgt die 
Unméglichkeit einer Beziehung P” ~ M. Es kann also an sich nur die 


Relation 
MdP 


bestehen. Wiederum ist noch der assoziative Charakter des Resultats zu 
priifen. Diese Priifung fiihrt hier auf einen Widerspruch. Aus MdP 
und NdP wiirde namlich gemaB dem Axiom II MdWN folgen, im Wider- 
spruch mit der Annahme MaN. Das gleichzeitige Bestehen von MaN 
und NdP fiihrt also auf einen Widerspruch; d. h. 


ll. Die Beziehungen MaN und NdP kénnen nicht zugleich be- 
stehen. 


Dagegen sei ausdriicklich festgestellt, daB die Siatze 10 und 10a 
einen solchen Widerspruch nicht herbeifiihren. Denn gemaB Satz 2 ist MbP 
mit PcM identisch, und die beiden Beziehungen 


PcM und MbdN 


sind, wie wir oben unter 8. erwahnten, mit jeder der vier an sich még- 
lichen Beziehungen zwischen N und P vertriglich. 

Damit ist unsere Untersuchung abgeschlossen; sie zeigt zugleich die 
W iderepruchslosigkeit des Axioms II. Wir ziehen aus ihm zunichst noch 
eine Folgerung, namlich die, da8 der Satz 11 auch in der Weise gilt, 
daB er das gleichzeitige Bestehen von 


MaM und MdN, sowie von MaN und NdN 
ausschlieBt. Aus MaM folgt M’~ M und hieraus gemaS § 3, I 
M"~ M'~ M, 
und daher besteht auch die Relation 
M’'aM; 

diese kann aber nach Satz 11 nicht mit MdN zugleich bestehen. 

Weiter folgt aus MaN czunichst 

M'~ N, N’'~ M, 


also auch N” ~~ M’~ N, wihrend dagegen NdN besagt, daB kein 
N,~N ist. Also 
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lla. Die Beziehungen MaM und MdN, ebenso MaN und NdN 
schlieBen einander aus. 


Es ergibt sich damit das folgende SchluBresultat. Mit den Be- 
— MdN und NdP 


erscheint sowohl die Folgerung MaP wie auch die Folgerung MdP 
vertrdglich. Wird die Relation MdP axiomatisch als Folgerung eingefiihrt, 
so bedingt dies, daB die Beziehungen MaN und NdP nicht zugleich 
bestehen kénnen; wiirde man dagegen die Beziehung MaP axiomatisch 
als Folgerung einfiihren, so ergibt sich ein derartiges Resultat nicht. 
Trotzdem erfordert der Aufbau der Mengenlehre die Einfiihrung der Fol- 
gerung MdP. Auf die Deutungsméglichkeit der axiomatischen Annahme 
MaP komme ich in §7 zuriick. 

Fiir die Beziehungen (a), (6), (c), (@) gelten noch die folgenden be- 
sonderen Siatze: 

12. Aus den Relationen 


MaN, MbN, McN, MdN 


und 
M~TM, Nr~R 
folgt auch 
MaN, MbN, McN, MadN 
und 


MaN, MbN, McMN, MAN. 
Fiir den Beweis mag ein Beispiel geniigen. Werde von 


MbN wd M~M 
ausgegangen, so hei®t dies 
N’~ M, jedes M, nicht ~ N. 
Wir erhalten daher, falls It, ~ M, ist, gemaB § 1 sofort 
N’~ M,  jedes M, nicht ~ N, 
womit die Behauptung erwiesen ist. 
18. Aus M'tM folgt M’aM oder M'bM; d.h. fiir jede Teil- 
menge M’ gilt entweder M'aM oder M'b M. 
Es gibt namlich eine Teilmenge von M, die dquivalent M’ ist, 
nimlich M’ selbst, und daher ist die Beziehung (c) und (d) ausgeschlossen. 


14. Aus M'tM und MBN folgt M’bN; d.h. besteht die Beziehung 
MObN, so besteht fiir jede Teilmenge M’ von M die Beziehung M’bN. 


Man hat namlich gem&8 13. und nach Voraussetzung 
M'aM oder M’'bM wd MON, 
und damit gemaB Satz 4 und 6 die Behauptung. 
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15. Aus M’tM, M"tM', M"bM’ folgt M"bM; dh. sind M’ und 
M” Teilmengen von M, fiir die die Beziehung M”bM’ gilt, so ist auch 
M"bM *), 
Man hat namlich wieder zugleich (nach 13.) 
M"bM’ und M’'aM oder M’'bM 


und folgert daraus wie eben M”DM. 


§ 4. 
Endliche und unendliche Mengen. 


Nach § 3, Satz 1 und 2 sind MaM und MdM die beiden ein- 
zigen der Beziehungen (a), (b), (c), (d), die eine Menge zu sich selbst 
haben kann; wir definieren nun: 1. Eine Menge heiBt unendlich, wenn 
die Beziehung MaM besteht; sie heiBt endlich, wenn MdM gilt. Man 
hat also im ersten oder zweiten Fall 


ein M'~ M; kein M,~ M, 
und damit die Dedekindsche Begriffsbestimmung. 
Wir folgern zunichst: 
2. Aus MaM oder MdM und M~ M folgt MaM und MdM. 
Dies ist eine unmittelbare Folge von § 3, 12. 
Fiir endliche und unendliche Mengen bestehen gewisse Sondersitze ; 
diese sollen jetzt abgeleitet werden. Das Haupttheorem lautet: 
3. Fir unendliche Mengen kénnen nur die Beziehungen (a), (6), (c) 
bestehen; fiir endliche Mengen nur (b), (c), (d). 
Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den in § 3 abgeleiteten Re- 
sultaten. 
Sind namlich M und NW unendliche Mengen, und wiirde die Beziehung 
MadN bestehen, so hatte man 
MaM und MdN, 
und dies verstéBt gegen Satz lla von § 3. 
Ebenso, wenn M und W endliche Mengen sind, so hatte man, falls 
sie die Beziehung MaWN gestatten, 
NaM und MdM, 
und auch dies verstéBt gegen Satz 11a von § 38. 


Damit ist der Satz 3 bewiesen. Er gibt zugleich den inneren Grund 
fiir die im Satz 11 von § 8 enthaltene Unvereinbarkeit von MaN und 


%) Dieser Satz beriihrt sich inhaltlich mit dem Satz 25 in Zermelos Grundlagen 
(Math. Ann. 65, 8. 271). 
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NdP. Denn unserem Satz 3 gemaB besagt MaN, dab M und N 
unendliche Mengen sind, und NdP, daB N und P endliche Mengen sind. 
Beides schlieBt sich aber aus. 

4. Fir jede Teilmenge einer endlichen Menge besteht die Bezichung 
M’'bdM; d.b. aus MdM und M'tM folgt M’bM. 

GemaB Satz 13 von §8 gilt namlich fiir jede Menge M und eine 
Teilmenge M’ von ihr 

M'aM oder M'bM. 

Hierzu kommt, da M eine endliche Menge ist, MdM. Diese Be- 
ziehung kann aber nach Satz 11 von § 3 mit M’aM nicht zugleich 
bestehen; also mu8 es M’bM sein. 

Die weiteren noch abzuleitenden Saitze machen die Einfiihrung eines 
neuen Axioms nétig, und zwar eines Azioms iiber die Aquivalenz von 
Verbindungsmengen, Es lautet: 

I. Aus M=(N,P), N~N, P~F, RFF folgt (WN, P) ~ (N, ¥); 
d. h. werden in der Verbindungsmenge (N,P) die Mengen N und P 
durch die zu thnen dquivalenten, zueinander {remden Mengen Tt und $ 
erseizt, so ist die neue Menge der urepriinglichen dquivalent. 

Das Axiom gilt gem&aG §1, III auch fiir den Fall, daB nur eine 
Menge durch eine aquivalente ersetzt wird, d. h. 

5. Aus M=(N,P), N~R, RfP folgt (N, P) ~ (MN, P) *). 

Wir beweisen nun der Reihe nach folgende Siatze: 

6. Jede Teilmenge einer endlichen Menge ist selbst eine endliche 
Menge; d.h. aus MdM, M'tM folgt M'dM’. 

Ware nimlich M’ eine unendliche Menge, so miiBte eine Beziehung 

M”" ~ M' 
bestehen. Setzt man nun 
M =(M’',M,), 
so ist gem&B § 2, VI auch 
M” ~ (M”, M,) 
eine Teilmenge von M und aus Satz 5 folgte 
M” ~ M, 
was einen Widerspruch gegen Md M darstellt. 

7. Ist M eine endliche, N eine unendliche Menge, so kann nur 

die Bezichung MbN bestehen**); d.h. aus Md M und NaN folgt MbN. 


™) Es liegt nahe, Satz 5 als Axiom hinzustellen, und das Axiom als Folge. Der 
Beweis hatte aber die sachlich iiberfliissige Annahme &/ P ndtig. 

*) Auf diesen Satz wurde ich schon vor langerer Zeit von Herrn H. Hahn auf- 
merksam gemacht. 
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Der Beweis wird so gefiihrt, daB die Unvereinbarkeit der Voraus- 
setzungen mit MaN, McN, MdN gezeigt wird. 

Wiirde zunichst die Beziehung MaWN bestehen, so hitte man M’ ~ N; 
und demgem&8 erhielte man aus der Annahme MaWN nach § 3 Satz 12 


weiter auch : ’ 
MaM resp. MaM, 


was aber, da M endliche Menge ist, gegen Satz 4 verstéBt. 
Wire zweitens McN in Kraft, so folgte daraus M’~ N, und nun 
hieraus und aus NaN weiter 
M'aM’, 
was wiederum einen Widerspruch zum Satz 6 darstellt. 
Endlich ist auch die Beziehung MdN unméglich. Denn aus NaN 
folgt zunachst N'~N: 


hieraus und aus NaN und der angenommenen Relation MdN folgte 
dann weiter 
NaN’ und MdN’ resp. N'dM. 

Die Beziehungen NaN’ und N’dM sind aber gema6 § 3 Satz 11 
nicht zugleich méglich. Also gilt in der Tat die Beziehung MObN. 

8. Ist M eine unendliche Menge, so ist auch die Verbindungsmenge 
(M,N) eine unendliche Menge. 

Der Beweis ist eine unmittelbare Folge des Axioms I. Denn 

aus M’~ M folgt (M,N) ~ (M’,N), 

und damit ist der Satz, da (M’, N) Teilmenge von (M, NW) ist, bewiesen. 

9. Eine Menge ist unendlich, wenn sie eine unendliche Teilmenge hat. 

Ist nimlich M’ diese Teilmenge, so ist 

M =(M’, M,) 

und daher gema8 Satz 8 auch M eine unendliche Menge. 

Man kann diesen Satz auch noch so formulieren: 

9’. Eine Menge ist endiich, wenn jede ihrer Teilmengen endlich ist. 

10. Ist M eine endliche Menge, so ist stetse Mb(M,N); d.h. aus 
MdM folgt Mb (M,N). 

Es ist nimlich M Teilmenge von (M,N). Ist nun (M, N) endlich, 
so folgt der Satz aus 6, ist aber (M,N) unendlich, so folgt er aus 7. 

Zur Ableitung weiterer Satze bediirfen wir neuer Axiome, Das 
Axiom I besagt, daB die Verbindungsmengen Aquivalenter Mengen selbst 
aquivalent sind; wir haben jetzt noch zwei Axiome nétig, die die Nicht- 
dquivalenz der Verbindungsmengen nicht dquivalenter Mengen betreffen. 
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Il. Sind M und N fremde Mengen, ist M, Teilmenge von M und N, 
Teilmenge von N, und ist M, nicht~ M, N, nicht ~ N, so folgt 
daraus die Beziehung (M,, N,) nicht ~ (M,N); dh. aus M/N, M,tN, 
N,tNn, M, nichi~ M, N, nicht~ N folgt (M,, N,) nicht ~(M, N). 


Dieses Axiom soll fiir alle Mengen gelten. Fiir endliche Mengen 
reicht es aber noch nicht aus, und werde durch das folgende ersetzt und 
erganzt: 

III. Sind M und N fremde und zugleich endliche Mengen, und ist 
M, Teilmenge von M, 80 soll stets (M,, N) nicht ~ (M, N) sein, d. h. 
aus MfN, MdM, NaN, M,tiM folgt (M,, N) nicht ~ (M,N). 


Fiir unendliche Mengen braucht dieses Axiom bekanntlich nicht er- 
fillt zu sein. 

Auch die Voraussetzungen dieser Axiome besitzen durchaus den in 
der Einleitung genannten logischen Sondercharakter; sie sind samtlich 
negativer Natur, soweit es sich um die hier allein in Frage stehenden 
Aquivalenzbeziehungen handelt. Man kénnte freilich annehmen, da8 in 
diesem Fall ein indirektes Beweisverfahren zum Ziele fiihren werde; die 
Annahme 

(M,,N,)~(M,N) resp. (M,, N) ~ (mM, N) 
ist ja von positivem Charakter. Aber diese Vermutung triigt. Die Aqui- 
valenz von Verbindungsmengen ist namlich keineswegs nur so méglich, 
da8 M,~ M und N,~ WN ist, sondern auch auf andere Weise; und 
daher kann aus der angenommenen Aquivalenzbeziehung ein Widerspruch 
mit den Voraussetzungen 
M, nicht ~ M, N, nicht~ N 

nicht abgeleitet werden. 

Die negative Fassung unserer Axiome stellt uns zunichst vor die 
Aufgabe, die bestimmte Beziehung (a), (6b), (c), (d@) aufzufinden, die 
zwischen (M,N) und den Mengen (M,, N,) und (M,, NV) besteht. Fiir 
das Axiom II kann es erst im niachsten Paragraphen geschehen; fiir das 
Axiom III soll es hier folgen. 

Da (M,, N) Teilmenge von (M, N) ist, so kann nach Satz 13 von 
§ 3 nur die Beziehung (a) oder (b) realisiert sein. Aber der Fall (a), d. h. 


(M,, N)a(M, N) 


ist unméglich. Jede Teilmenge von (M,,N) hat namlich nach § 2, VI 
eine der Formen 


M,, My, N,¥,, (My N), (M,,,), (My M4), 


wo M, eine Teilmenge von M, ist. Keine von ihnen kann aber zu 
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(M, N) aquivalent sein. Da namlich M und NW endliche Mengen sind, 
so hat man fiir sie gemaB 10. die Relationen 
Mb(M,N) und NOb(M,N). 
Gemai8 Satz 4 hat man weiter 
M,bM, M,bM, N,bN 
und damit folgt die Behauptung nach Satz 6 von § 8 bereits fiir 
M,, M,, N, N,. Fir die drei Verbindungsmengen folgt sie aus den 
Axiomen selbst; es ist ja, da M und NW endliche Mengen sind, 
M, nicht~ M, M,nicht~ M, N, nicht~ N 
und damit ist in der Tat die behauptete Nichtaquivalenz eine Folge von 
(II) und (III). Also 
11. Fiir endliche (und fremde) Mengen M und N gilt die Beziehung 
(M,,N)6(M, N). 
12. Die Verbindungsmenge zweier endlichen Mengen ist selbst end- 
lich; d. h. aus MdM und NdN folgt (M, N)d(M, N). 
Wir haben nachzuweisen, da8 die Beziehung 
(M, N)a(M, N) 


ausgeschlossen ist. Nun hat jede Teilmenge von (M, N) wieder eine der 


Formen 
M, M,, N, N,, (M, N,); (@M,, N), (M,, N,) 


und wir beweisen, genau wie eben (vgl. auch § 5, 2), daB keine dieser 
Mengen zu (M, NV) aquivalent ist. Damit ist der Satz bewiesen. 


§ 5. 
Das Aquivalenzproblem. 

Die wichtigste Aufgabe, die zu behandeln ist, betrifft den Nachweis, 
da8 die Mengen M und W Aquivalent sind, falls fiir sie die Beziehung 

MaN oder MdN 
besteht; also der Satz (Aquivalenzsatz) 

1. Aus MaN oder MAN folgt M~N. 

Ehe der Beweis gefiihrt wird, sollen die Aquivalenz-Relationen voran- 
gestellt werden, die sich aus den vorstehenden Paragraphen unmittelbar 
ergeben: 

2. Aus MbN und McN folgt M nicht ~ N. 

Wire naimlich M ~ N, so hatte man auch (§ 3, 12) 

NbN oder NeN, 
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was aber gemaB § 3, 3 widerspruchsvoll ist. Hieraus folgt unmittelbar 
weiter 

3. Mit M~ N ist nur MaN oder MdN verirdglich. 

Die Umkehrung dieses Satzes 3 ist es, die den eigentlichen Aqui- 
valenzsatz 1 bildet. Ist er bewiesen, so folgt endlich noch, als Um- 
kehrung von 2.: 

4. Aus M nicht ~N folgt MON oder McN. 

Man kann diese vier Satze auch folgendermaBen zusammenfassen: 
Die Beziechungen (a) und (d) sind hinreichende und notwendige Be- 
dingungen fiir die Aequivalenz, (b) und (c) ebenso fiir die Nichtaquivalenz. 

Als Folge von 4. ergibt sich, was in § 3 und 4 noch offen bleiben 
muBte, 

5. Aus M,tM und M, nicht ~ M folgt M,bM; d.h. bestehé fiir 
die Teilmenge M, von M die Beziehung M, nicht ~ M, 80 gilt M,bM. 

Denn nach 4. gilt M,bM oder M,cM; nach Satz 13 von § 3 nur 
M,aM oder M,bM, also gilt M,b M. 

Eine Anwendung hiervon gibt auch Antwort auf die beziiglich des 
Axioms II in § 4 gestellte Frage. Es folgt jetzt 

6. Sind M, und N, Teilmengen von M und N, und ist M, nicht 
~M, N, nicht ~N, 80 folgt daraus stets (M,, N,)6(M, N). 

Wir gehen nun zum Satz 1 iiber und beweisen zuniachst den ersten 
Teil, also den eigentlichen Bernsteinschen Aquivalenzsatz. Sein Beweis 
folgt aus dem Axiom II von § 4 iiber die Nicht&équivalenz der Verbin- 
dungsmengen. 

Aus der Voraussetzung MaWN folgt zuniachst 


ein M'~ N, ein N’~ M. 
Ware nun M nicht ~ N, so hatte man nach §1, 3 
M nicht ~ M’, N’ nicht ~N. 
Mit M und WN sind aber auch M’ und N’ fremde Mengen (§ 2, 1); 


sie bestimmen daher eine Menge (M’, N’), und fiir sie miBte gemaB 
Axiom II nunmebr 
(M', N’) nicht ~ (M, N) 
folgen. Andererseits folgt aber aus den beiden ersten Relationen un- 
mittelbar nach § 4, I 
(M’, N’) ~ (H, N) 

und damit ergibt sich ein Widerspruch. Damit ist der Beweis bereits 
geliefert. ; 

Freilich beruht der Beweis auf einer gewissen Voraussetzung, die noch 
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zu erértern ist. Wir operieren mit der Verbindungsmenge von M und N 
und haben deshalb die Voraussetzung nétig, daB M und N fremde Mengen 
sind. Sind sie es nicht, so wird man am einfachsten so vorgehen, daB 
man folgendes neue Axiom zugrunde legt **): 


I. Sind M und N keine fremden Mengen, so gibt es stets zwei 
thnen dquivalente, zueinander fremde Mengen TM und N; so daB also 
M~ M und N~N, und MFR. 
GemaB § 3,12 besteht auch fiir sie die Beziehung 
MaN, 
und auf sie laBt sich daher der obige Beweis iibertragen. Aus I~ 
folgt dann auch M ~ N. 

Es handelt sich nun noch um den gleichen Nachweis fiir die Be- 
ziehung MdN. Ehe ich dazu iibergehe, erinnere ich daran, daB die Eigen- 
art der Beziechung MdWN in der Cantorschen Theorie offen geblieben war ; 
fiir das durch sie bedingte Verhiltnis von M zu WN hatte sich ein Resultat 
nicht ableiten lassen. Das darf nicht wundernehmen; das hierin ent- 
haltene Problem stellt namlich wieder ein logisch unldsbares Problem, 
und damit eine illusorische Aufgabe dar. Wir haben ja als Pramissen 
zunachst nur die Aussagen 

kein M,~N, kein N,~ M. 

Dazu kommen, da M und N endliche Mengen sind, 

kein M,~M, kein N,~N, 


also lauter Aussagen von negativem Charakter. Selbst der Weg des in- 
direkten Beweises andert daran in diesem Fall nichts; denn man miiBte 


noch die Annahme 
M nicht ~ N 


hinzufiigen. Nun ware es ja méglich, daB die fiir den Beweis einzig in 
Frage kommenden Axiome II und III der Nichtaquivalenz von § 4 die 
Pramissen positiv beeinflussen kénnten; aber auch das ist nicht der Fall. 
Denn diese Axiome lauten ja in ihrem SchluBteil iibereinstimmend 


(M,,.N,) nicht ~ (M, N). 


Wir miissen also von Primissen ausgehen, die samt und sonders 
negativ sind, und kommen zu dem SchluB, da8 sich die Aquivalenz M~ N 
im Fall endlicher Menge ohne eine nochmalige neue axiomatische Fest- 


4%) Es entspricht dem von Zermelo in seinen Grundlagen (Math. Ann. 65) ent- 
haltenen Theorem 19. Man kénnte auch die gréBte gemeinsame Teilmenge von M 
und W axiomatisch einfiihren und mit ihr operieren; doch scheint dies weniger einfach. 
Mathematische Annalen. 83. 13 
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setzung nicht folgern la8t. Das so gewonnene Resultat la6t sich auch 
in seiner allgemeinen Bedeutung leicht verstehen. Es lauft dem Tat- 
bestand parallel, der uns aus der allgemeinen Theorie der endlichen Zahl- 
gréBen gelaufig ist. Dort mu8 die Festsetzung, wann zwei GroBen als 
gleich gelten sollen, erst frei — natiirlich zweckmaBig — geformt werden, 
ehe man die Frage, ob zwei gegebene GréBen als gleich zu gelten haben, 
in Betracht ziehen kann. Man denke z. B. an die WeierstraSsche Theorie 
der Irrationalzahlen; sie setzt bekanntlich die Gleichheit zweier Zahlen 
a und } so fest, daB jeder Bestandteil von a kleiner ist als b und jeder 
Bestandteil von 6 kleiner als a. Eine solche .xiomatische Festsetzung 
erweist sich also auch im Gebiet der endlichen Mengen, wenn man sie, 
wie hier, ausschlieBlich auf die Mengenbeziehungen, d.h. auf die Nicht- 
aquivalenz von Menge und Teilmenge griindet, als eine Notwendigkeit. 

Es fragt sich nur, welche Festeetzung man zweckmaBig zugrunde legt. 
Beachtet man, da8 es sich im Grunde um eine Axiomatik der GréBen- 
lehre handelt, so liegt offenbar nichts naher, als die eben genannte Defi- 
nition zu benutzen, und dies soll in der Tat geschehen. Wir setzen also 
fest (Axiom der Aquivalenz endlicher Mengen): 

Il. Zwet endliche Mengen M und N sind dquivalent, wenn fiir 
jede Teilmenge M' und N’' die Bezichung M'bN resp. N’bM besteht; 
d.h. awe MdM, NdN, M'bN, N'bM fir jedes M'’, N’ folgt M~ N. 

Hieraus la8t sich der Satz, daB aus MdN auch M~ N folgt, un- 
mittelbar folgern. Ehe wir dazu iibergehen, wollen wir noch die Berech- 
tigung unseres Axioms und seine Stellung im gesamten Aufbau naher er- 
értern. Wir wollen zunachst nachweisen, daB von den vier Beziehungen 


MaN, MbN, McN, Man 


nur die letzte mit dem Axiom vertrdglich ist. 
Aus MaN folgt , - 
ein M~N; 
gema8 unserm Axiom ist aber fiir jedes M’ 
M'bN, 
und man erhielte also NbN, was aber nach § 3, 3 widerspruchsvoll ist. 
Aus MDbN folgt . 
ein N'~ M;; 
was analog zur Relation MbM fiihrt, die ebenfalls widerspruchsvoll ist. 


Endlich folgt aus McN genau wie eben die widerspruchsvolle Re- 
lation NON. 


Unser Axiom kann also in der Tat aur mit der Bezichung Md N 
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vertraglich sein. Dies ist aber auch wirklich der Fall. Die Folgerungen, 


die sich aus 
M'bN und MdN, aus N’bM und MdN 
ergeben, lauten gemaB § 3, 9, daB fiir jedes M’ und N’ 
M'bM und N’bN 
ist; sie entsprechen der Endlichkeit von M und N und stellen die in 
§ 4,4 gefundene Eigenschaft der endlichen Mengen dar. 
Zusammenfassend folgt also: Das Axiom II ist nur fiir endliche 
Mengen realisiert, und iiberdies weder im Fall MbN, noch McN; da- 
mit ist aber der Beweis seiner Berechtigung geliefert. Hs ist fiir die 
endlichen Mengen und thre Aquivalenz charakteristisch. 
Der Beweis des Aquivalenzsatzes ergibt sich nun folgendermaBen. 
GemaB § 4, Satz 4 ist fiir jedes M’ und N’ 
M'bM und N’bdN; 
ferner gilt nach Voraussetzung 
MdN und NdM, 
und hieraus folgt nach § 3, 9 sofort 
M'bN und N’bM 
und nunmehr nach unserm Axiom 


Mw~ N. 


§ 6. 
Sitze iiber Verbindungsmengen. 


Seien M und N einerseits, und Jt und ¥ andrerseits fremde Mengen. 
Zwischen M und Mt, sowie zwischen N und M® bestehe je eine der Be- 
ziehungen 

MaM, MM, McM, MadM 
und Na®, NbN, NeN, NAR. 
Es ist die Frage, welche Beziehung fiir 
(M,N) und (M, N) 
resultiert, wenn wir irgendeine Beziehung der ersten Zeile mit einer Be- 
ziehung der zweiten Zeile kombinieren. 
Wir beweisen zunichst falgende Satze: 
Aus MaM und NaM folgt (M, N)a(M, N). 
Aus MbM und NbN folgt (M, N) b(M, N). 
Aus McM und NeM® folgt (M, N) c (Mt, N). 
Aus MdM und NdM® folgt (M, WN) d(M, N). 
Aus MaM und Nd® folgt (M, N) a(M, N). 


or ge fo 
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Die Beweise von Satz 1, 4, 5 lassen sich folgendermaBen zusammen- 
fassen. Die Voraussetzungen lauten gemeinsam 
M~M und Nw~MR, 
woraus gem&8 Axiom I von § 4 
(M,N) ~ (M, N) 
folgt. Im Fall 1 und 5 sind nun M und M nach §4, Satz 3 unend- 
liche Mengen, also gilt dies nach §4, 8 auch von (M,N) und (M, N) 
und daher ergibt sich wieder 
(M, N)a(M, N). 
Im Fall 4 sind dagegen M, N, M, N endliche Mengen, also auch 
(§ 4,12) (M,N) und (M,N) und daher ist 
(M,N) d(M, N). 
Wir beweisen nun den Satz 2‘). Dazu gehen wir von den Relationen 
MbM und NSN 
aus, also von den Beziehungen 
kein ¥.~MN M'~ M, 


kein N,~N NAN, 
und erhalten zunachst 
(M’, N’)~ (M, N). 


Wir folgern nun aus den gegebenen Relationen MbM und NON 
mittels M~ IM’ und N~ MN’ weiter 


M’'bM und R’SR, 
M’ nicht ~M, MN’ nicht ~N 
und daraus endlich, gemaéB Satz 6 von §5 
(M’, RN’) b (M, N) 
oder (M, N)b(M, NR). 


oder aber (§ 5, 2) 


%) Geht man zu Miachtigkeiten iiber, so bezieht sich der obige Satz auf den 

Fall, da8 
m,<m, und n, <n, 
ist; er schlieBt daraus 
m, +n, <m,+n,. 

In der allgemeinen Theorie fehlt noch heute ein Nachweis dieser Folgerung. 
Sie ist von F. Bernstein unter der Annahme bewiesen worden, da8 m, mit n, ,ver- 
gleichbar“ ist. (Math. Ann. 61 (1905), 8.129.) Nun scheidet zwar in dem vorliegen- 
den Aufbau die Vergleichbarkeit als offene Frage gemaB § 3 aus, der Bernsteinsche 
Beweis stiitzt sich aber auSerdem auf den Aquivalenzsatz. Der vbige Beweis stiitzt 
sich dagegen auf das Axiom II von § 4, das ja auch den Bernsteinschen Aquivalenz- 
satz zur Folge hat. 
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In derselben Weise beweist man den Satz 3. Ein letzter Satz, der 
sich ableiten 1a8t, lautet: 
6. Ist M eine endliche Menge, so folgt aus MbM und NdR 
(M, N)b(M, N). 
Wegen MbM hat man nimlich 
M~M, 
wo mit M auch WM’ eine endliche Menge ist. Hieraus und aus N~® 
folgt weiter ‘ 
(M,N)~(M'N). 


Wir unterscheiden nun, ob J eine endliche oder unendliche Menge 
ist. Im ersten Fall sind (M’, R) und (M, R) endliche Mengen, ferner 
ist (M’, RN) Teilmenge von (M, R) und daher ist gemaB § 4, 4 

(M’ RN) (MN). 

Ist aber Pt eine unendliche Menge, so ist (Mt, N) nach § 4, 8 eben- 
falls eine unendliche Menge; dagegen ist (M’,®) nach § 4, 12 endlich 
und daher gilt ebenfalls (§ 4, 7) 


(M’, N)b(M, N). 
Wegen M’~M, NR~ WN folgt daraus weiter 
(M, N)b(M, N). 


In den anderen Fallen lassen sich eindeutige Folgerungen nicht ent- 
nehmen. Nur soviel sei bemerkt, da8 mit den Relationen 


MaM und NR 
jede der beiden Beziehungen 
(M,N)a(M,N) und (M,N)b(M,N) 
vertraglich ist. 
§ 7. 
SchluBbetrachtung. 

Die vorstehende Untersuchung liefert jedenfalls ein hinreichendes 
Axiomensystem fiir die Satze, die die Aquivalenzprobleme der Mengen be- 
treffien. Wird fiir den Augenblick noch die Bezeichnung MeN fiir die 
Aquivalenz von ¥ und N eingefiihrt, so handelt es sich, genauer gesprochen, 
um die Kombination der Beziehungen, die durch 

MaN, MbN, McN, MdN, MeN, MfN, MiN, (M,N) 
dargestellt sind, und um die Art, wie sie assoziativ einander bedingen und 
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sich miteinander verbinden. Ob die aufgestellten Axiome samtlich not- 
wendig sind oder auch entbehrliche Bestandteile enthalten, mag offen 
bleiben. Abgesehen von den Axiomen mehr formaler Bedeutung, wie die 
iiber MeN, MfN, MtN sind es wesentlich die folgenden, die die mate- 
riellen Stiitzen des Aufbaues darstellen: Das Axiom der Verkniipfung, die 
Axiome iiber die Aquivalenz der Teilmengen und der Verbindungsmengen, 
die Axiome iiber die Nichtdquivalenz der Verbindungsmengen nicht dqui- 
valenter Mengen und das Axiom iiber die Agquivalenz endlicher Mengen. 
Die Charakterisierung, die in diesen Bezeichnungen enthalten ist, zeigt 
schon die Verschiedenheit der Gebiete, denen sie angehéren, und zeigt 
auch ihre allgemeine Notwendigkeit fiir den Aufbau. 

Wie bereits in der Einleitung erwahnt, ist die vorstehende Betrach- 
tung zugleich eine Axiomatik der GroBenlehre; in der Tat ist ja von den 
Elementen der Menge nirgends die Rede. Dies ist auch die Tatsache, 
die dem in §3 gefundenen Resultat seine Stellung im axiomatischen Auf- 
bau anweist. Wir fanden dort, da8 mit den Beziehungen Md N und Nd P 
auch die Folgerung MaP vertraglich ist. Sie kénnte deshalb an sich 
ebenfalls als axiomatische Festsetzung an Stelle des Axioms II eingefiihrt 
werden. Wie wir sahen, bewirkt sie als weitere Folgerung, daB aus M a P 
und PdWN sich MdN ergibt, und liefert ebenfalls ein in sich widerspruchs- 
freies System von Beziehungen. Es lieB sich durch die Formeln 
aii (aa)=(dd)=a; (ad)=(da)=d 

Dies wollen wir nun deuten. Zunachst ist zu beachten, daB in die 
vorstehenden Schliisse die Beziehungen MbN und McWN nicht eingehen. 
daB es sich bei ihnen vielmehr nur um MaN und MdWN und deren 
Kombinationen handelt. Nur auf sie beziehen sich also die obigen Regeln, 
und auf sie beschrinke ich mich zunichst. Die Aufgabe ist dann, Objekte 
mit GréGencharakter zu finden, die sich diesen Regeln fiigen. Die in § 3 
erwahnte Analogie mit den Vorzeichenregeln macht dies leicht. Man er- 
reicht es, indem man entgegengesetzte Gréfen in Betracht zieht, deren 
Teile zum Ganzen in der durch (a) festgelegten Beziehung stehen, also 
der Dedekindschen Definition geniigen; die Beziehung MaWN gilt dann fir 
gleichartige, dagegen Md WN fiir entgegengesetzte Objexte. LEinseitig be- 
grenzte Geraden von unendlicher Lange aber entgegengesetzter Richtung 
bilden ein einfaches Beispiel, falls man als Teilmenge jeden ebenfalls un- 
endlichen Bestandteil betrachtet und die Aquivalenz z. B. durch eineindeu- 
tige Ahnlichkeitsabbildung definiert. Fiir je zwei von ihnen besteht dann 
entweder die Relation (a) oder (d). 

Man kann leicht erreichen, daB auch die Beziehungen (6) und (c) 
auftreten. Dies geschieht so, daB man auch Paare entgegengesetzt gerich- 
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teter Geraden als Objekte zula8t. Fiir je zwei solche Paare besteht dann 
die Beziehung (a), fiir jedes Paar und eine einzelne Gerade die Beziehung 
(b) oder (c), und fiir je zwei einzelne Geraden die Beziehung (a) oder (d). 
Die Gesetze 
(aa)=(dd)=a, (ad)=(da)=d 

bleiben offenbar bestehen. Beziehungen (bb), (bd), (dc) und (cc) sind 
unméglich. Dagegen gibt es hier eine Regel fiir (bc); es kann sowohl (a) 
wie (d) resultieren. Endlich ergeben die Beziehungen 

(ab) (ba) (db), (ac) (ca) (cd) 
(b) oder (c) als Resultat. 

Die Tatsache, daB die Cantorsche Theorie die Unvereinbarkeit der 
Annahme, M und N seien unendliche Mengen, mit der Beziehung Md N 
des § 3 nicht nachzuweisen vermochte, erfahrt hierdurch neues Licht. Denn 
die Zulassung von Elementen von zweierlei Art, die einander entgegen- 
gesetzt sind, streitet weder gegen den Mengenbegriff als solchen, noch 
auch gegen die Dedekindsche Definition der unendlichen Mengen und die 
auf ihr ruhenden Eigenschaften. Fiir den so erweiterten Mengenbegriff 
kann aber, wie wir sahen, im Fall unendlicher Mengen auch die Beziehung 
MdN realisiert sein. Wie weit sich auf solche Mengen die weiteren Be- 
griffe und Satze der Cantorschen Theorie iibertragen lassen, mag an dieser 
Stelle auf sich beruhen bleiben**). 

Nur das sei noch erwahnt, daB die allgemeine Weiterfiihrung der bis- 
her gefundenen Resultate in erster Linie die Beziehung der Menge zu 
ihren Elementen, ferner den Ordnungsbegriff usw. ins Auge zu fassen hat. 
Ich will noch kurz zeigen, wie man die Elemente der Menge auf der 
hier vorhandenen Grundlage einfiihren kann. Voranzustellen ist das fol- 
gende Axiom: 

1. Jede Menge enthalt Teilmengen, die nicht mehr selbst in Teil- 
mengen zerlegbar sind; sie heiBen unzerlegbare Teilmengen oder Elemente. 


Sie sollen durch 
mTM oder kirzer durch m 


bezeichnet werden. Von ihnen gilt der Satz: 
Ist M ~ N, so kann eine nicht zerlegbare Teilmenge von M keiner 
zerlegbaren Teilmenge von N Aquivalent sein und umgekehrt. 
Aus der Aquivalens M~ N folgt naimlich nach Axiom I von §3 
zu jedem M’ die Existenz einer Teilmenge N’ von N, so daB 
M'~ WN’ 
%*) Herr A. Frankel hat mich darauf hingewiesen, da8 nicht einmal alle Axiome 


iiber Teilmengen gelten. Axiom I bleibt bestehen, Axiom II nicht; es gilt auch 
Axiom III von § 3. 
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ist. Wiirde nun m= M’ ein zerlegbares N’ bedingen und wire N” eine 
Teilmenge von N’, so folgt aus M’~ N’ gemaB demselben Axiom, da8 
N” die Existenz einer Teilmenge von m bedingt, die zu N” dquivalent 
ist; was aber einen Widerspruch darstellt. 

Von diesem Tatbestand kann man nun wieder verlangen, daB er auch 
umgekehrt gilt; d.h. man kann fordern: 

II. Zwei Mengen M wnd N sind dquivalent, wenn jedem Element 
von M ein Element von N zugehdrt und umgekehrt. 

DaB diese Forderung an sich widerspruchsfrei ist, wurde eben gezeigt; 
da8 sie auch den allgemeinen Axiomen geniigt, die die Aquivalenzbeziehung 
regeln (§ 1, I und II, § 3,1, § 4,1), ist leicht zu sehen. Damit midge diese 
Betrachtung ihren Abschlu® finden. Auf die Frage, wie mit der Ein- 
fiihrung der Elemente und der neuen Aquivalenzbeziehung sich der axio- 
matische Aufbau andern wiirde, soll hier nicht weiter eingegangen werden. 

Jedenfalls entspricht die vorstehende Untersuchung den Forderungen, 
die im Anfang gestellt wurden. Sie sieht von allen Wortdefinitionen ab 
und benutzt ausschlieBlich Beziehungen zwischen den Objekten, von denen 
sie handelt. Die Axiome liefern die Grundregeln fiir das Operieren mit 
ihnen. Gerade um dies deutlich hervortreten zu lassen, ist jedem Axiom 
und jedem Satz die ihm entsprechende formale Ausdrucksweise, also die 
Bindung, die die beziiglichen Beziehungen durch den Satz oder das Axiom 
erfahren, gegeben worden. Auch sind die einzelnen Axiome immer erst 


dann eingefiihrt worden, wenn sie fiir den Fortgang der Beweise ndétig 
waren. 


(Eingegangen am 14. 12. 1920.) 








Besitzt jede reelle Zahl eine Dezimalbruchentwicklung?’) 


Von 
L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


§ 1. 
Existenzbereich der unendlichen Dezimalbruchentwicklung auf dem 
Kontinuum. 

Verstehen wir in der Menge der endlichen Dualbriiche >0 und < 1 
unter einem Intervalle 4, ein zwei Dualbriiche = und — als End- 
elemente besitzendes geschlossenes Intervall, unter einem Punkte des 
Kontinuums eine in unbegrenzter Fortsetzung begriffene Folge von Inter- 
vallen 4, deren jedes im Innern des nachstvorangehenden enthalten ist*) , 
unter z einen variablen Punkt des Kontinuums, unter F.(z) einen 
n-stelligen Dezimalbruch mit der Eigenschaft, daB jeder links von ihm 
liegende Punkt des Kontinuums links von einem Intervalle von = liegt, 
wahrend F(z)-+ 10~” rechts von einem Intervalle von z liegt, unter 
F (az) die eindeutige unendliche Dezimalbruchentwicklung von z, so besitzt 
F(x) die (iibrigens allen unstetigen Funktionen gemeinsame) Eigenschaft, 





) Uber den Inhalt dieser (in gleichlautender Form der Amsterdamer Akademie 
am 18. Dezember 1920 vorzulegenden) Abhandlung wurde am 22. September 1920 auf 
der Naturforscherversammlung in Bad Nauheim ein referierender Vortrag gehalten. 

*) Vgl. meine in Bd. 12 der Verhandelingen der Koninklijke Akademie van 
Wetenschappen te Amsterdam (Eerste Sectie) erschienene Abhandlung: ,,Begriindung 
der Mengenlehre wnabhangig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten“, 2. Teil, 
8.8, 4. Wie daselbst S.4 FuBnote *) hervorgehoben und durch die vorliegende 
Arbeit klar ins Licht gestellt wird, sind die beiden S. 9 des 1. Teiles benutzten Be- 
griffe der ,reellen Zahl“ bedeutend enger als der hier definierte Begriff des Punktes 
des Kontinuums. In einem ganz andern, aus dem Zusammenhang ersichtlichen Sinne 
wird der Ausdruck ,reelle Zahl“ der Expressivitét wegen in der Uberschrift und im 
SchluBparagraphen der vorliegenden Arbeit gebraucht. 
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da8 ihr Existenzbereich G, nicht mit dem Kontinuum zusammenfallen*) 
kann. Der Existenzbereich G = D (G,, G,,...) von F(z) kann also erst 
recht nicht mit dem Kontinuum zusammenfallen, obgleich er sich (ebenso 
wie der Existenzbereich der regelmaSigen Kettenbruchentwicklung von 2) 
dem Kontinuum so eng anschmiegt, daB er mit demselben einerseits drt- 
lich tibereinstimmt*), andererseits inhaltsgleich*) ist*). 

Die Definition des Punktes des Kontinuums erleidet indessen eine 
erhebliche Einschrinkung, wenn wir in derselben statt ,,in unbegrenzter 
Fortsetzung begriffene Folge“, ,, Fundamentalreihe“’) lesen. Zweck der folgen- 
den Paragraphen ist, klarzustellen, inwiefern fiir diese Punkte des Kon- 
tinuums im engern Sinne, die unendliche Dezimalbruchentwicklung existiert. 


§ 2. 
Die Erganzungselemente der abzahlbar unendlichen, iiberall dicht geord- 
neten Mengen. 


Es sei eine abzihibar unendliche, im engern Sinne iiberall dicht ge- 
ordnete*) Menge H gegeben. Es seien g,, g,, g,,--- die nach irgend 
einem, H als abzahilbar unendliche Menge charakterisierenden, Abzahlungs- 
gesetze y numerierten Elemente von H und es sei O(g,, g,, .--, Jr) = & 
gesetzt. Unter einem i, bzw. j, verstehen wir ein (eventuell aus einem 
einzigen Elemente bestehendes) geschlossenes Intervall*) von H, dessen 
Endelemente zu s, gehéren, dessen Inneres aber héchstens ein bzw. kein 
einziges Element von s, enthilt. 

Unter einem Ausfiillungselemente r von H verstehen wir erstens 
eine jedenfalls ein Element besitzende Spezies von in unbegrenzter Fort- 
setzung begriffenen Folgen f,, fai:, Faia, -.. (@ eine fiir r bestimmte 
positive ganze Zahl), wo jedes f, ein i, und jedes f,,,4; in Fa, ent- 
halten ist, waihrend f, fiir jedes » zu einer fiir r bestimmten Spezies S, 


5) A. a. O., 2. Teil, S. 5. 

*) A. a. O., 2/ Teil, 8. 6. 

5) A.a. O., 2. Teil, 8. 29, 30. 

*) Natiirlich kann auch der Existenzbereich einer mittels einer Funktion der 
unendlichen Dezimalbruchentwicklung von z erklirten Funktion von z nicht iiber G 
hinausgehen. Z. B. hat die im Jahresber. d. D. M.-V. 23, S. 80 von mir definierte 
Funktion f(z) genau G zum Existenzbereich. Wahrend aber die Funktion F(x) des 
Textes in der auf dem Kontinuum iiberall dichten Panktmenge G gleichmdSig stetig 
ist und sich auf Grund dieser Higenschaft zu einer auf dem vollen Kontinwum ezi- 
stierenden Funktion 9 (z)=2z erweitern |aBt, ist fiir f(z) jede Erweiterung auf das 
volle Kontinuum ausgeschlossen. 

*) Vgl. ,Begriindung der Mengenlehre usw.“, 1. Teil, S. 14. 
*) A. a. O., 1. Teil, S. 16. j 
*) A. a. O., 1. Teil, 8. 13. 
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gehért, von der je zwei Elemente ein Element von s, gemeinsam haben; 
zweitens eine jedenfalls ein Element besitzende Spezies von in unbegrenzter 
Fortsetzung begriffenen Folgen Z,, Z,, &s» --- von je ein bestimmbares 
Element besitzenden abtrennbaren Teilmengen’®) von H, wenn in jeder 
Folge jedes Z,,; in Z, enthalten ist und eine Fundamentalreihe n,, Ns; 
M,, ... (M41 2,) von ganzen positiven Zahlen und ein Ausfiillungs- 
element erster Art r, von H bestimmt sind mit der Eigenschaft, da8 zu 
jedem Elemente Z,, Z,, 43, --- von r ein Element F,, Fa4i1, Fay2,--+ VON 
r, existiert, so daB Z, zu F.+, gehdrt. 

Unter einem Ergdnzungselemente nullter Ordnung oder kurz einem 
Erganzungselemente r von H verstehen wir erstens eine Fundamental- 
reihe f,, fai, Fas2,--- (@ eine fir r bestimmte positive ganze Zahi), 
wo jedes f, ein 4, und jedes F,,,4; in £,,, enthalten ist; zweitens eine 
jedenfalls ein Element besitzende Spezies von in unbegrenzter Fortsetzung 
begriffenen Folgen Z,, Z,, %,,--- von je ein bestimmbares Element be- 
sitzenden abtrennbaren Teilmengen von H, wenn in jeder Folge jedes 7,4: 
in Z, enthalten ist und eine Fundamentalreihe n,, n,, n,,...(m»+1= Mr) 
von ganzen positiven Zahlen und ein Erganzungselement erster Art F,, 
Faris Fa+2,--. von H bestimmt sind, so daB jedes Sn, VON TF ZU Fas, 
gehért **). 

Wenn ,r und ,r Ausfiillungselemente von H sind und jedes ,f, mit 
jedem ,f, ein gemeinsames Element besitzt, so sagen wir, da8 ,r und .r 
in H zusammenjallen. Ein mit einem Erginzungselemente von H in H 
zusammenfallendes Ausfiillungselement von H wird gleichfalls als Er- 
ginzungselement von H bezeichnet. 

Wenn das Element g von H zu jedem f, des Ausfiillungselementes r 
von H gehért, so sagen wir, daB r und g in H zusammenfallen. 

Wenn ,r und ,r Ausfiillungselemente von H sind und man ein ,f, 
und ein ,f, ohne gemeinsame Elemente angeben kann, so sagen wir, daB 
ry und ,r in H Ortlich verschieden sind. 

Wenn man ein f,, des Ausfiillungselementes r von H angeben kann, 
zu dem das Element g von H nicht gehért, so sagen wir, daB r und g 
in H Grtlich verschieden sind. 

Das Ergainzungselement bzw. Ausfiillungselement r von H hei®t ein 
Erganzungselement erster Ordnung von H, wenn fiir jedes Element g 
von H entweder die Relation g>r (d. h. jedes rechts von g gelegene 
Element von H liegt rechts von einem bestimmbaren f, von r), oder die 





1) A.a. O., 1. Teil, S. 4. 


1) Ob der Begriff des Ausfiillungselementes sich auf den des Erginzungs- 
elementes zuriickfiihren la8t, bleibt hier dahingestellt. 
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Relation g <r (d.h. jedes links von g gelegene Element von H liegt 
links von einem bestimmbaren f, von r) hergeleitet werden kann, oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, wenn r mit einem Ergénzungselemente r’ 
von H, von dem jedes Ff} ein j, ist, zusammenfallt. 

Die Ergainzungselemente erster Ordnung von H entsprechen den 
Dedekindschen Schnitten von H. 

Das Erganzungselement erster Ordnung r von H heiBt ein Ergdnzungs- 
element zweiter Ordnung von H, wenn fiir jedes Element g von H die 
Relation g<r entweder hergeleitet, oder ad absurdum gefiihrt werden 
kann, oder, was auf dasselbe herauskommt, wenn r’ sich so wahlen laBt, 
daB kein » mit der Eigenschaft, daB die rechten Endelemente von f/ 
und F/ fiir jedes » > uw identisch sind, existieren kann. 

Das Erginzungselement zweiter Ordnung r von H heiBt ein Er- 
ganzungselement dritter Ordnung von H, wenn fiir jedes Element g von 
H entweder die Relation g>r (d. h. man kann ein links von g gelegenes 
f, von r bestimmen), oder die Relation g <r hergeleitet werden kann. 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn r’ sich so wiahlen lat, dab 
zu jedem F;, ein solches £) bestimmt werden kann, dessen reehtes End- 
element links vom rechten Endelemente von fF, gelegen ist. 

Ein Erganzungselement dritter Ordnung von H hei&t ein Ergdnzungs- 
element vierter Ordnung von H, wenn fiir jedes Element g von H ent- 
weder die Relation g>r, oder die Relation g=r (d. h. g und r fallen 
in H zusammen), oder schlieBlich g <r (d. h. man kann ein rechts von 
g gelegenes £, von r bestimmen) hergeleitet werden kann, oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, wenn r’ sich so wahlen la8t, daB zu jedem F;, 
ein solches y > u bestimmt werden kann, daB die beiden Endelemente 
von £; von den beiden Endelementen von £/, verschieden sind. 

Die vorstehenden Definitionen der Ausfiillungselemente sowie der Er- 
ganzungselemente nullter, erster, zweiter, dritter und vierter Ordnung von 
H sind fiir gegebene ordnende Relationen in H offenbar unabhingig vom 
Abzahlungsgesetze y. 


Sei M eine endliche Menge oder eine Fundamentalreihe von Er- 
ganzungselementen vierter Ordnung von H,, deren je zwei in H, Srtlich 
verschieden sind und deren jedes von jedem Elemente von H, in H, drt- 
lich verschieden ist. Die Vereinigung von M und H, bildet eine abzahl- 
bar unendliche, im engern Sinne iiberall dicht geordnete Menge H,,;. 
Jedes Erginzungselement von H, ist gleichzeitig Erginzungselement von 
H,.: und jedes Erginzungselement A-ter Ordnung von H,,, fallt in H,.; 
zusammen mit einem Erginzungselemente- h-ter Ordnung von H,. 

Die vorstehende Beziehung besteht sowohl zwischen der geordneten 
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Menge der endlichen Dualbriiche H, und der geordneten Menge der end- 
lichen Dezimalbriiche H,, wie zwischen H, und der geordneten Menge 
der rationalen Zahlen H,. 
§ 3. 
Erganzungselemente, Dezimalbruchentwicklungen und Kettenbruchent- 
wicklungen. 

Ein Erganzungselement erster Ordnung von H lat in H die Orts- 
bestimmung erster Ordnung zu, welche sich, wenn H als die Menge der end- 
lichen Dezimalbriiche gelesen wird, als die mehrdeutige unendliche Dezi- 
malbruchentwicklung herausstellt. Umgekehrt ist jedes Ausfiillungselement 
von H, das in H die Ortsbestimmung erster Ordnung zulaBt, ein Er- 
ganzungselement erster Ordnung von H. 

Die Ortsbestimmung erster Ordnung in H kann fiir in H zusammen- 
fallende Erganzungselemente von H verschieden auasfallen. 

Ein Erganzungselement zweiter Ordnung von H laBt in H die Orts- 
bestimmung zweiter Ordnung zu, welche sich, wenn H als die Menge der 
endlichen Dezimalbriiche gelesen wird, als die eindeutige unendliche Dezi- 
malbruchentwicklung (fiir welche die Existenz einer letzten von 9 ver- 
schiedenen Ziffer ausgeschlossen ist) herausstellt. Umgekehrt ist jedes 
Ausfiillungselement von H, das in H die Ortsbestimmung zweiter Ord- 
nung zula8t, ein Erganzungselement zweiter Ordnung von H. 

Zwei Erganzungselemente von H, fiir welche die Ortsbestimmung 
zweiter Ordnung in H verschieden ausfallt, kénnen in H nicht zusammen- 
fallen. 

Ein Ergianzungselement dritter Ordnung von H 1laBt in H die Orts- 
bestimmung dritter Ordnung zu, welche sich, wenn H als die Menge der 
rationalen Zahlen gelesen wird, als die unendliche reduziert - regelmafige 
Kettenbruchentwicklung herausstellt. Umgekehrt ist jedes Ausfiillungs- 
element von H, das in H die Ortsbestimmung dritter Ordnung zulaBt, 
ein Erganzungselement dritter Ordnung von H. 

Zwei Erginzungselemente von H, fiir welche die Ortsbestimmung 
dritter Ordnung in H verschieden ausfallt, sind in H Grtlich verschieden. 

Ein Erganzungselement vierter Ordnung von H la8t in H die Orts- 
bestimmung vierter Ordnung zu, welche sich, wenn H als die Menge der 
rationalen Zahlen gelesen wird, als die eindeutige regelmapPige Keiten- 
bruchentwicklung (welche eventuell endlich ausfallen kann) herausstellt. 
Umgekehrt ist jedes Ausfiillungselement von H, das in H die Orts- 
bestimmung vierter Ordnung zulaBt, ein Erganzungselement vierter Ord- 
nung von H. 

Zwei Erginzungselemente von H, fiir welche die Ortsbestimmung 
vierter Ordnung in H verschieden ausfallt, sind in H drtlich verschieden. 
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§ 4. 
Existenz der Dezimalbruchentwicklung reeller algebraischer Zahlen. 


Seien r, und r, beliebige reelle algebraische Zahlen, d.h. je einer 
algebraischen Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten geniigende 
Ausfiillungselemente der von den rationalen Zahlen gebildeten geordneten 
Menge H,. Alsdann kann man eine algebraische Gleichung 

F(z)=a,2"+ a, 2*-'+...+a,14+4,=0 
mit ganzen rationalen Koeffizienten und nicht verschwindender Diskri- 
minante D bestimmen, der sowohl r, wie r, geniigt. Seien w,, w,,..., w, 
die (mit jedem beliebigen Grade der Genauigkeit approximierbaren) Wurzeln 
von F(z)=0, so kénnen w, und w, fiir r + s nicht in H, zusammenfallen. 
Sei o eine rationale Zahl, welche die Moduln aller Wurzeln von F(x)=0 
iibersteigt, und b = 20, so ist 


| w,— w,| << b(r +s). 


D 
I] (.—w,)* = qin? 


ur 0 


Weil aber 


so ist andererseits 
D 


2 
|, — | > aarapatoant 
0 


so da8 wir mittels hinreichend genauer Approximierung von r, und r, 
entweder Sicherheit erlangen, daB r, und r, mit derselben Wurzel w, 
zusammenfallen, oder ein r, und r, trennendes rationales Interval] be- 
stimmen kénnen. Indem wir dieses Resultat ‘zunichst spezialisieren fiir 
den Fall, daB r, eine rationale Zahl ist, ersehen wir miihelos, da8 r, in 
H, entweder mit einem Elemente von H, zusammenfillt oder von jedem 
Elemente von H, drtlich verschieden ist**), so daB r, sich als Erganzungs- 
element vierter Ordnung von H, erweist, mithin sowohl in einen ein- 
deutigen unendlichen Dezimalbruch, wie in einen eindeutigen regel- 
mapigen Kettenbruch entwickelt werden kann. 

Setzen wir nunmehr voraus, da8 weder r, noch r, mit einem Ele- 
mente von H, zusammenfallt, so fallen sie entweder in H, zusammen, oder 
sind in H, Ortlich verschieden. 

Hieraus ergibt sich, daB die Spezies der reellen algebraischen Zahlen 
eine abzaihlbar unendliche, im engern Sinne iiberall dicht geordnete Menge 
H, bildet, welche zu H, die am Schlu8 von § 2 erkliarte Beziehung eines 
H,,; m einem entsprechenden H, besitzt. 


**) Diese Eigenschaft 148t sich aus etwas weniger elementaren bekannten Tat- 
sachen bedeutend direkter folgern, bedarf aber jedenfalls eines ausdriicklichen Beweises. 
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§ 5. 
Existenz der Dezimalbruchentwicklung von =z. 


Seien a und 5 ganze positive Zahlen und a<b. Wir verstehen 
unter K, den unbedingt konvergenten™*) unendlichen Kettenbruch 


[¢ a =| 

6’ (2¥+1)bJ, 

und unter K, den unbedingt konvergenten unendlichen Kettenbruch 
Ee aye 
(2m+1) 0’ (2%+1)dle+i” 


Alsdann gelten die Beziehungen 








a a 
7 ~4.—j-E 
Rw . (m > 1) 
~~ (Qm+1)b—-RKa, =” 
Seien z,, 2,, Z, .-- reelle Variabele, welche durch die Beziehungen 
a 
~~ s5 —2z,’ 


(t) Pp 
m= Gm l)boaes, ™ = 1) 


verbunden sind, und 2, eine rationale Zahl zwischen 0 und 1, also <3). 





Mittels (+) leiten wir aus x weitere rationale Zahlen zj_;, 2-9, ..., Zi, 2» 
und 2341, Za+2, --- her. Von diesen fallen 2j_,, zi_s, ..., 21, 2% alle 
positiv aus, wahrend 24-1, Z-2, ..., 21 alle < 5b und x < "4 wird. 


Weiter kann man ein kleinstes r >a bestimmen mit der Eige:.schaft, 
da8 z;< 0 oder >1 wird"). 

Sei « eine (fiir das weitere hinreichend klein gewahlte) positive 
rationale Zahl und , ein solches geschlossenes rationales Wertintervall 
von 2,, da8 sowohl 7,,- wie die auf Grund von (+) entsprechenden Wert- 


intervalle 441, Na+2, ---> 9, VON %q+1, Za+2, ---, 2, Techts vom Werte 0 
und links vom Werte 1 liegen, wahrend, wenn wir noch die auf Grund von 
(t) entsprechenden Wertintervalle von 2,1, Z-2, ---, %q Mit %e-1, Ne-2; 


«+» M%q bezeichnen, jedes K, fir 0<»<r in », enthalten ist und eine 
Entfernung > 2a von den Endwerten von », besitzt. Alsdann kénnen 
wir eine solche ganze nichtnegative Zahl s<r bestimmen, daB 2, z{, 
.++) %-1 der Reihe nach in 7, 9,, ---, %e-1 enthalten sind, wahrend x, 
eine Entfernung >« von K, besitzt. 


18) Vgl. Pringsheim, Miinchener Berichte 28 (1898), S. 299 ff. 
*) Aa. O., 8. 818. 
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Sei f’ eine solche positive rationale Zahl, daB fiir jedes zu », ge- 
hérige z, die Ungleichung 
dz, > p’ 
dz, 
gilt, so besitzt 2; eine Entfernung > «f’ von K,. 

Sei zj eine solche rationale Zahl, daB die auf Grund von (f) ent- 
sprechende Zahl z,’< 0 oder >1 ausfallt. Alsdann kénnen wir eine 
solche ganze nichtnegative Zahl ¢< a bestimmen, daB 2’, ..., 2/@, der 
Reihe nach in 4, ..., -1 enthalten sind, wahrend z;’ eine Entfernung 
>« von K, besitzt. 

Sei f’’ eine solche positive rationale Zahl, daB fiir jedes zu No ge- 
hérige z, die Ungleichung 

dz, ”” 
dz, 7 F 


gilt, so besitzt 2 eine Entfernung >«’’ von K,. 
Zu einer beliebigen positiven rationalen Zahl i,< 1 und einer be- 


liebigen positiven rationalen Zahl i kann man mithin eine solche positive 
rationale Zahl i,< 1 bestimmen, da8 


|§ — tgs, | > 4,. 
Insbesondere kann man zu einer beliebigen positiven rationalen Zahl i, < 1 
eine solche positive rationale Zahl i,< 1 bestimmen, daB 
|1 — tgi, | >i, 


mithin auch (weil im zwischen den Werten 0 und 2 enthaltenen Werte- 
gebiet von y die Ungleichung 


besteht) 


so daB die Zahl x sich als Ergdnzungselement vierter Ordnung von H, 
erweist"®), mithin sich sowohl in einen eindeutigen unendlichen Dezimal- 
bruch tie in einen eindeutigen regelmafigen Kettenbruch entwickeln lapt. 


Die Entwickelungen dieses und des vorangehenden Paragraphen bieten 
Beispiele der Charakterisierung von Erganzungselementen bzw. Ausfiillungs- 
elementen ¢ von H als Ergianzungselemente vierter Ordnung von H 





45) Die gleiche Eigenschaft der Zahl ¢ ist eine unmittelbare Folge der regel- 
maBigen Kettenbruchentwicklung 





= .2 
+: li ras), ( 
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mittels positiver Rationalitdtsbeweise in H (die ein Element von H be- 
stimmen, mit dem r zusammenfiallt) oder positiver Irrationalitatsbeweise 
in H (die r als von jedem Elemente von H Grtlich verschieden erkennen 
lassen). Hierzu ist zu bemerken, da8 sich aus einem negativen Rationalitats- 
bzw. Irrationalitatsbeweise in H (der die Annahme, da8 r von jedem 
Elemente von H értlich verschieden wire bzw. mit einem Elemente von H 
zusammenfiele, ad absurdum fiihrt) nicht einmal folgern laBt, daB r Er- 
ganzungselement erster Ordnung von H ist. Eben deshalb ha’en wir in 
diesem Paragraphen den Lambertschen negativen Irrationalitétsbeweis von x 
einer passenden Umarbeitung unterzogen und in die obige positive Form 
gebracht. Die weiteren klassischen Beweise desselben Satzes lassen sich 
iibrigens in analoger Weise erginzen. 


§ 6. 
Reelle Zahlen, welche keine Dezimalbruchentwicklung besitzen. 


Sei c, die n-te Ziffer der unendlichen Dezimalbruchentwicklung von z. 
Wir werden sagen, daB n sich im ersten Falle befindet, wenn c,, C,+:, 
.+5 (n+ Slle gleich sind, im zweiten Falle, wenn Cy, Cari, ---> Cn+9 alle 
verschieden sind, und im dritten Falle, wenn weder der erste, noch der 
zweite Fall vorliegt. 

Wir definieren ein Ergianzungselement r der geordneten Menge der 
endlichen Dezimalbriiche H, mittels der unendlichen Reihe 


aa, 

n=1 
wo a= 0, wenn n sich im ersten Falle befindet, a, = 10, wenn n sich 
im zweiten Falle befindet, sonst a, = 9. 

Dieses Erganzungselement wiirde erst dann ein Erganzungselement 
erster Ordnung von dH, darstellen, m. a. W. eine unendliche Dezimal- 
bruchentwicklung zulassen, wenn man eine Methode besiBe, fiir jedes 
beliebige im dritten Falle befindliche n, entweder die Existenz eines im 
zweiten Falle befindlichen m > mit der Eigenschaft, daB jede zwischen 
m und m liegende ganze Zahl sich im dritten Falle befiinde, ad absurdum 
zu fiihren, oder die Existenz eines im ersten Falle befindlichen m >n 
mit der Eigenschaft, daB jede zwischen m und m liegende ganze Zahl 
sich im dritten Falle befiinde, ad absurdum zu fiihren. 

Wir definieren weiter ein Erginzungselement erster Ordnung r von 
H, mittels der unendlichen Reihe 


ya,-107", 
n=1 





Mathematische Annalen. 83. 
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wo jedes a, entweder gleich 0 oder gleich 9 ist, waihrend a, = 9 und a,,, 
dann und nur dann von a, verschieden ist, wenn n sich im zweiten 
Falle befindet. 

Dieses Erginzungselement erster Ordnung wiirde erst dann ein Er- 
ginzungselement zweiter Ordnung von H, darstellen, m. a. W. die im § 3 
definierte eindeutige unendliche Dezimalbruchentwicklung zulassen, wenn 
man eine Methode besiGe, fiir jedes ganze positive m mit der Eigen- 
schaft, daB entweder keine oder eine gerade Anzahl von ganzen positiven 
Zahlen <n sich im zweiten Falle befindet, entweder die Existenz oder 
die Abwesenheit eines im zweiten Falle befindlichen m > n ad absurdum 
zu fihren. 

Ein Erganzungselement dritter Ordnung von H, wiirde dasselbe Er- 
ganzungselement erst dann darstellen, wenn man eine Methode besiBe, 
fiir jedes ganze positive n mit der Eigenschaft, daB entweder keine oder 
eine gerade Anzahl von ganzen positiven Zahlen <n sich im zweiten 
Falle befindet, enfweder die Existenz eines im zweiten Falle befindlichen 
m->n ad absurdum zu fiihren, oder ein im zweiten Falle befindliches 
m>n anzugeben. 

Wir definieren schlieBlich ein |Erganzungselement dritter Ordnung r 
von H, mittels der unendlichen Reihe 


OS ae 
n=1 
wo a,=9, wenn n sich im zweiten Falle befindet, sonst a, = 0. 

Dieses Erginzungselement dritter Ordnung wiirde erst dann ein Er- 
ganzungselement vierter Ordnung von H, darstellen, wenn man eine 
Methode besaBe, fiir jedes ganze positive n, entweder die Existenz eines im 
zweiten Falle befindlichen m>n ad absurdum zu fiihren, oder ein im 
zweiten Falle befindliches m > n anzugeben. 

Simtliche Beispiele dieses Paragraphen fallen iibrigens in H, zu- 
sammen mit Ergainzungselementen vierter Ordnung der geordneten Menge 
der endlichen Dualbriiche H,. 


Fiir Beispiele reeller Zahlen ohne Dezimalbruchentwicklung besteht 
bei der Weiterentwicklung der Mathematik stets die Méglichkeit, daB sie 
einma! hinfallig werden; dann aber kénnen sie immer durch solche, welche 
ihre Giiltigkeit behalten haben, ersetzt werden. 


(Eingegangen am 10. 12. 1920.) 


Ober Abbildungen durch analytische Funktionen zweier 
Verinderlicher. 


Von 
Karl Reinhardt in Frankfurt a. M. 


Einleitung. 

Deutet man ein Paar komplexer GréfBen z,, z, bezw. w,, w, als Punkt 
eines vierdimensionalen Raumes, so werden zwei analytische Funktionen 
w, und w, von z,2, eine Abbildung eines gewissen Bereiches aus jenem 
Raum auf einen zweiten Bereich vermitteln. Da bei einer solchen Ab- 
bildung die Winkel im allgemeinen nicht erhalten bleiben, spricht man 
besser nicht von einer konformen, sondern einfach von einer analytischen 
Abbildung. Uber eine solche lassen sich dann dieselben Fragestellungen 
aufwerfen, wie bei der konformen Abbildung der Ebene. Aus der vor- 
liegenden Arbeit ergibt sich nun, da8 ein dem Riemannschen entsprechender 
allgemeiner Abbildungssatz jedenfalls nicht existiert. 

Es soll namlich im folgenden gezeigt werden, daB sich gewisse vier- 
dimensionale schlichte Bereiche, die hier an die Stelle des Kreises in der 
Ebene treten, analytisch und umkehrbar eindeutig nicht aufeinander ab- 
bilden lassen. Zu diesem Zweck werden in einem ersten Teil die geo- 
metrischen Verhaltnisse in jenem vierdimensionalen Raum, welchen wir 
unter Zuhilfenahme eines komplexen Koordinatensystems zur Deutung der 
analytischén Abbildungen verwenden, untersucht und die oben erwahnten 
Kreisbereiche definiert (§ 5). Im zweiten Teil handelt es sich dann um 
die Ubertragung gewisser Hilfssitze aus der konformen Abbildung der 
Ebene — des Schwarzschen Lemmas und des Spiegelungsprinzips — auf 
die vierdimensionalen analytischen Abbildungen. Die so erhaltenen Hilfs- 
mittel setzen uns in den Stand, im dritten Teil den Beweis fiir die Nicht- 
existenz jener Abbildungen zu fiihren ($4). Dabei ergeben sich gleich- 
zeitig noch einige Satze iiber die analytischen Abbildungen der betrach- 
teten Bereiche in sich (§ 5). 

Ein mit dem vorstehenden eng zusammenhingendes Problem hat 

14* 
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H. Poincaré frither behandelt*). Er untersucht (iibrigens mit véllig anders- 
artigen Methoden) die analytische Abbildbarkeit (dreidimensionaler) Raume 
des vierdimensionalen Raumes aufeinander und kommt im Verfolg dieser 
Betrachtungen zu der Erkenntnis, daB vierdimensionale von solchen Raumen 
umschlossene Bereiche nicht immer analytisch aufeinander abgebildet werden 
kénnen, wenn die Abbildungsfunktionen noch auf dem Rande regular sind. 
Unsere Behandlung setzt diese wesentliche Einschrankung nicht voraus*). 


L Teil. 
Der analytische Raum. 


In einem vierdimensionalen Euklidischen Raum seien zwei zueinander 
orthogonale Ebenen als Koordinateneberen gegeben. Die eine sei die 
komplexe Zahlenebene der z, (z, = z, + ¢-y, = 1,-e'*), die zweite diejenige 
der z, (2,= 2, +14-y,=1,:e'*). Der Nullpunkt z,—2z,—0 midge der 
Schnittpunkt beider Ebenen sein. Die beiden reellen (z,,2,) und die 
beiden imaginaren (y,, y, ) Achsen bilden dabei ein gewohnliches vierdimen- 
sionales orthogonales Cartesisches Koordinatensystem. 

Die eindeutigen analytischen Funktionszweige z, = f(z,) und z, = g(z, ) 
kénnen dann als (zweidimensionale) Fiachenstiicke im vierdimensionalen 
Raum gedeutet werden. Solche Flachenstiicke mégen im folgenden kurz 
analytische Flachenstiicke heiBen. Insbesondere nennen wir die durch 
lineare analytische Funktionen dargestellten Gebilde (a, -z, + a, -z,+ a= 0) 
analytische Ebenen. Zu diesen gehéren offenbar die Koordinatenebenen. 

Den Inbegriff der Punkte und der analytischen Flachenstiicke des 
vierdimensionalen Raumes nennen wir den analytischen Raum. Der ana- 
lytische Raum enthalt als solcher weder dreidimensionale Raume noch 
eindimensionale Kurven (vgl. dazu Satz 5, 8. 218 u. Satz 9, 8S. 223). 

Zwei in einem (vierdimensionalen ) Bereich eindeutige analytische Funk- 
tionszweige w, und w, (w,= u,+ t-v,=8,-e'%, wWy= U,+ £-v, = 8, -€*%,) 
der beiden Veranderlichen z, und z,: 

w, = f, (2, 2), 
W, = fy (2,5 2); 
deren Funktionaldeterminante : 
oh oh 
02,” Of, 
4 | ey the 
02,” 02, 





") H. Poinearé, Les fonctions analytiques de deux variables et la représentation 
conforme, Rend. Circ. Matem. Palermo 23 (1907). 

*) Die vorstehonde Abhandlung hat der naturwissenschaftlichen Fakultaét der 

Universitat Frankfurt am Main im Marz 1921 als Habilitationsschrift vorgelegen. 
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nicht identisch verschwindet, vermitteln eine eindeutige Abbildung dieses 
Bereiches auf einen anderen solchen Bereich. Wir nennen sie analytische 
Abbildung. 

Jede analytische Abbildung fiihrt jedes analytische Flachenstiick des 
abgebildeten Bereiches in ein analytisches Flachenstiick des Bildbereiches 
iiber. 


$1. 
Die Bewegungen. 
Wir untersuchen zunichst die einfachsten Abbildungen des vierdimen- 
sionalen Raumes hinsichtlich ihres analytischen Charakters. 
Die allgemeinste Parallelverschiebung wird durch die reellen linearen 
Funktionen : 
(1’) u=%4+P,, Uy = 2yt Pe» 
%Y=wTU, %=Y¥et% 
vermittelt. Setzen wir p,+ig,—1,, p,+%q,=71,, 30 sind diese Funk- 
tionen den beiden analytischen Funktionen: 
w,=2,+1,,; 
(1) W,=2,+7%, 
vollkommen dquivalent und wir erhalten daher den 
Satz 1. Jede Parallelverschiebung ist eine analytische Abbildung. 
Wir betrachten ferner die durch die reellen linearen Funktionen: 
Uy = Cy ZH Ce My TH lrg Fa + Cig Yo» 
2) VU, = Cg, Z, + Cog YW, TH Cog My TH Cag Ye» 
U, = 5,2, TH €gq Yy 1 Cgg%q + Cy Yo» 
Uy = Cy, ZH Ce Yy Hyg %y + Cy Yoo 


deren Koeffizienten den Beglingungen: 


4 
Seu= l 
te’ k=1 . , 
(2; ) ‘ (¢,2=1, 2,3, 4; ¢ +1) 
> % ey, = 0 
k=1 
geniigen, vermittelte allgemeinste Drehung um den Nullpunkt. Setzen wir: 
(€y1 + Cg) + 8+ (Cg, — Cpe) = 2Q,, (gy + Cyq) + 8°(Cy, — Ogg) = 28, 
(C41 — Cag) + 8-(€py + yg) = 20, (Cy, — Ogg) + 4-(Cqy + Ogg) = 2a,, 
(¢, +4.) +6: (Cys — C14) =20y, (€yg + Ogg) + ¥-( Cys — Spy) = 20,, 
(C43 — Cag) + 8+ (Cyg + Cyq) = Beg, (€ gg — yy) + ¥+(Cqg + &gy) = 20, 
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so sind die Funktionen (2’) den beiden Funktionen: 
W, = G,°%, + C2, + ,°2, + OF, 
w, = b,-2,+d,-7,+),-2,+4,-Z, 
véllig aquivalent*). Dabei kénnen die Bedingungen (2;), wie man sich 
leicht iiberzeugt, durch die folgenden ersetzt werden: 
ja, |°+ le, |"+ la, |*+ |e, |*== ’ 
[b, |°+ |d,|°+ |b, |°+|d,°=1, 
a,-c, +4,-¢, = 0, 
b,-d,+6,-d,=0, 
a,-b, + ¢,-d, +a,-b,+¢,-d, = 0, 
a, -d, + b,-¢, + a,-d, + b,-c,= 0. 


(2) 


Hiermit ergibt sich sofort der 

Satz 2. Hine Drehung um den Nullpunkt ist im aligemeinen keine 
analytische Abbildung. 

Sie ist offenbar dann und nur dann eine analytische Abbildung, wenn 
in (2): 

¢,=¢,=d,=d,=0 

st. Eine solche Drehung wollen wir kurz eine analytische Drehung 
nennen. Die anderen Drehungen mégen im Gegensatz hierzu nicht- 


analytische Drehungen heiBen. Als allgemeine Form einer analytischen 


Drehung um den Nullpunkt erhalten wir also: 

W, = 4, +2, + 4, °2,, 

(3) 
w, = b,-z, + b,-2,, 


wobei die Koeffizienten nach (2,) den Bedingungen: 
|a,|"+|a,|"=1, 
(3,) |b, |°+]b,|"=1, 
a,-b, + a,-b,=0 
geniigen miissen. Eine der einfachsten dieser Drehungen ist die doppelte 
Rotation um die Koordinatenebenen: 
w, = efv1-2,, 
w, = ef¥s-z,. 


*) Z bedeutet hier und im folgenden in der tiblichen Weise die zur komplexen 
Zahl z konjugierte Zahl. 
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Die Auflésungen der Gleichungen (2) nach z, und z, sind die fol- 
genden: t 
2, = G@,-w, + ¢,-@, + b,-w,+d,-@,, 
2, = G,-w, + ¢,-, + b,-w, +d, -i,, 
deren Koeffizienten den sich auch aus (2,) ergebenden Bedingungen: 
\a, |" +]e,|°+ |b, |°+]d,/"=1, 
Ja, |*+ | e]*+ 1,|*+i4,|*= 1, 
a,:é,+6,-d, =0, 
a,-¢, + b,-d,= 0, 
a, :@, + @,-c, + 5,-b,+d,-d,=0, 
a, -¢,+a,-@, + b,-d,+b,-d, = 0 


geniigen. Fiir analytische Drehungen wird insbesondere: 


mit den Bedingungen: 
a, |*+ |b, |*= 1, 
|a,!°+]b,|/°"=1, 
a,-G, + b,-b,=0. 
Im iibrigen folgt aus (2,): 








@ C, G, © |): 
C, a, Cs a, 1 
b, d, b, d, baat 
d, & dy 6, | 
und fiir analytische Drehungen: 
a 0a 0 
0 4 0 @, = >, a, aed 
, 9 & 0 es Roe 
0b, 0 8 


Eine beliebige Bewegung des analytischen Raumes ist nach dem 
Vorangegangenen im allgemeinen keine analytische Abbildung; sie ist es 
nur dann, wenn der in ihr enthaltene rotative Teil eine analytische 
Drehung ist. 
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§ 2. 
Die analytischen Ebenen. 

Um einen genaueren Einblick in die Struktur des analytischen Raumes 
zu gewinnen, betrachten wir jetzt die Gesamtheit der durch den Nullpunkt 
des vierdimensionalen Raumes gehenden (zweidimensionalen) Ebenen. Jede 
dieser Ebenen kann als Schnittgebilde einer einparametrigen Schar von 
Paaren zueinander orthogonaler (dreidimensionaler) Raume aufgefaBt werden. 
Sind die Gleichungen eines solchen Raumpaares die folgenden: 


(4°) C542 + Cpe, H Cig %_ + Cg Yo = 9, 
€5,%, + Coe ¥; 1 gg % + Cy Ys = 9, 


mit den Bedingungen: 


4 
~%, . . 
>=! (¢=-1, 2), 
, k=1 
(4,) 4 
y’ a 
yt €,,° &, = 9, 
k=1 


so haben die anderen Raumpaare die Gleichungen: 
(m,-€,, + M,- ey,)- 2 + (m, +e, + My» Cog) Y; 
+ (m, - €,, + M,- yg) - y+ (m,-e,, + m,- e,,)-¥, = 0, 
(M+ Cy, My" yy) 2%, + (n, *€yg TH Ny ° Cs.) "% 
+ (Mm, = yg + My* Ogg) * Ly + (M,- Cy + My Cay) Ye = 9, 
wobei die Multiplikatoren m,,m,, n,,”, die Beziehungen: 
m? +m; =1, 
n? +n? =1, 


m,n, + m,n, = 0 


(45) 


erfiillen miissen, so daB man: 
m, = tn, = cosy, 
m= +n, = — siny 
setzen kann. wy ist dann der Winkel, den beide Raumpaare miteinander 
bilden. 
Setzen wir nun wieder: 
(€13 + Ge) +> (€) — Gg) = 20,, (€y3 + ey) + 4° (Gs — 4) = 20,, 
(C11 — Cpe) + 4+ (Cg: + C9) = 26,, (xg — Cag) + 8° (Ogg + Cy) = 264, 
so werden die Gleichungen (4’) der folgenden dquivalent: 


(4) G, 2, + C,°%, + @,°%, + ,-%,=0, 
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wihrend die Bedingungen (4/) in: 
(4,) a, |" + |e, |°+]a,|°+|¢,|*=1, a,:¢, + a,-¢,=0 
iibergehen. Die Gleichungen (4,) lassen sich dabei so zusammenfassen: 
(4,) efv .-(a,-2,+¢,-%,+ a,-2,+¢,:%,)=0. 


Jeder Ebene entspricht also eine bis auf den Faktor e‘v (bei Erfiilltsein 
der Bedingungen (4,)) eindeutig bestimmte komplexe Gleichung (4) und 
jeder solchen Gleichung eine bestimmte Ebene. Wir erhalten gleichzeitig den 

Satz 3. Die durch den Nullpunkt gehenden Ebenen sind im all- 
gemeinen keine analytischen Ebenen. 

Die Ebene (4) ist dann und nur dann eine analytische Ebene, wenn 
entweder c,=c,=0 oder a,=a,=0 ist. Die bis auf den Faktor ev 
eindeutig bestimmte Gleichung einer analytischen Ebene durch den Null- 
punkt ist demnach: 


(5) @,-2,+4,:2,= 90, 
mit der Bedingung: 
(5,) |a, |*+|a,|*=1. 


Die anderen .senen mégen im Gegensatz hierzu nichtanalytische Ebenen 
heiBen. 

Die Frage nach dem analytischen Charakter der nicht durch den Null- 
punkt gehenden Ebenen beantwortet vollstandig der 


Satz 4. Die zu einer analytischen Ebene parallelen Ebenen sind 
wieder analytische Ebenen. Die zu einer nichtanalytischen Ebene parallelen 
Ebenen sind wieder nichtanalytische Ebenen. 


Denn es ist klar, daB eine jede nicht durch den Nullpunkt gehende 
Ebene eine bis auf den Faktor e‘v eindeutig bestimmte komplexe Gleichung 
von der Form: 

@,-2,+¢,:%,+4,:2,+¢:%,+7r=0 
besitzt, deren Koeffizienten wieder den Bedingungen (4,) geniigen. Da 
diese Ebene der Ebene (4) parallel ist, so ergibt sich damit der Beweis 
von Satz 4 ohne weiteres. 

Die analytischen Ebenen zeichnen sich vor den allgemeinen Ebenen 
des vierdimensionalen Raumes durch manche besonderen Eigenschaften 
aus, die nunmehr hergeleitet werden sollen. 

Zunichst haben zwei beliebige Ebenen des vierdimensionalen Raumes 
entweder keinen (eigentlichen) Punkt gemeinsam oder sie treffen sich in 
mindestens einem Punkt. Im ersten Fall kénnen sie parallel oder wind- 
schief sein; im zweiten Fall schneiden sie sich entweder nur in dem Punkt 
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oder in einer ganzen Geraden, so da8 sie in einem (dreidimensionalen ) 
Raume liegen, oder sie fallen ganz zusammen: Dagegen gilt der 

Satz 5. Zwei analytische Ebenen schneiden sich stets nur in eine 
Punkte, wofern sie nicht parallel sind oder zusammenfallen. 

Zwei verschiedene analytische Ebenen liegen also nur dann in einem 
(dreidimensionalen) Raum, wenn sie parallel sind. Der Beweis ergibt sich 
fiir durch den Nullpunkt gehende Ebenen einfach daraus, da8 die beiden 
linearen analytischen Ebenengleichungen: 

a, -2,+4,°2,= 0, 

b,-2, + 5,-z,=0 
lediglich die gemeinsame Liésung z, = z, = 0 besitzen, wenn die durch sie 
dargestellten Ebenen nicht zusammenfallen und die aus den Koeffizienten 
gebildete Determinante daher von Null verschieden ist. Zwei beliebige 
analytische Ebenen aber kénnen sich weder in einer Geraden schneiden 
noch windschief sein, weil sonst die zu ihnen parallelen, durch den Null- 
punkt gehenden und nach Satz 4 ebenfalls analytischen Ebenen eine Gerade 
gemeinsam haben miiBten, was eben unméglich ist. 

Eine Ebene ist stets durch drei (nicht in einer Geraden liegende) 
Punkte bestimmt. Es besteht jedoch der 

Satz 6. Hine analytische Ebene ist durch zwei Punkte bestimmt. 


Denn ist ¢,,¢, ein vom Nullpunkt verschiedener Punkt, so werden 
die Koeffizienten der Ebenengleichung a, z, + a,z, = 0 durch die Beziehung: 
a,f,+4,0,=0 
unter Beriicksichtigung der Bedingung (5,) bis auf den gemeinsamen 
Faktor e*v eindeutig bestimmt. Durch jeden vom Nullpunkt verschiedenen 


Punkt geht also eine und nur eine zugleich durch den Nullpunkt gehende 
analytische Ebene. 

Zwei sich schneidende Ebenen des vierdimensionalen Raumes bilden 
nach den Ergebnissen der mehrdimensionalen Geometrie zwei wesentliche 
(als relative Extremwerte definierte) spitze Winkel e, und «, miteinander. 
Ist ¢, = «,=0, so fallen beide Ebenen zusammen, ist ¢, = 0, ¢,+ 0, 80 
schneiden sie sich in einer Geraden und liegen in einem (dreidimensionalen ) 
Raum, ist «,=0, «= > so stehen sie halborthogonal zueinander, ist 


é.=e = ; , 80 stehen beide Ebenen ganz orthogonal aufeinander‘). Bei 


analytischen Ebenen liegen die Dinge wesentlich einfacher. Hieriiber gilt 
der wichtige 


*) Uber alle diese Fragen aus der Geometric des vierdimensionalen Raumes 
vgl. man etwa P. H. Schouten, Mehrdimensionale Geometrie, 1. Teil, insbesondere S. 69 ff. 
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Satz 7. Zwei nicht parallele analytische Ebenen bilden stets zwei 
gleiche Winkel miteinander. 


Zum Beweise dieses Satzes denken wir uns die beiden (etwa durch den 
Nullpunkt gehenden) Ebenen zunichst derart analytisch gedreht, daB die 
eine mit der z,-Ebene zusammenfallt. Dabei andern sich die Winkel nicht. 
Wir stiitzen uns dann auf eine von P. H. Schouten, Mehrdimensionale Geo- 
metrie, erster Teil, S. 175 ff. ausgefiihrte Bestimmung der Winkel ¢, und «¢, 
zwischen zwei Ebenen Z, und #, eines vierdimensionalen Raumes. 


Sind die Gleichungen von EZ, und Z#, die folgenden: 
z,=0, 
¥,= 90, 
E,: Ly = 64,2, + Ce» 
Yo = Cy, %, + Og Mi» 
so ergeben sich nach Schouten, 8. 176, «, und «, aus der Beziehung: 


E,: 


s a*+1 
(6) == 2 2 2 ’ 
(yA + erg) + (Cg A+ eg) +4 +1 
wenn man fiir 4 die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 





(11° xe + 51° pg) 2° — ((ef, + €3,) — (ety + 94) 4 
— (€r3° Cig + eq: * gg) = 0 
einsetzt. Nun lauten die Ebenengleichungen in unserem Fall: 
E,: 2,=0, 
E,: %=™-3,; 
daher wird®): 
€,, = R(m), €4= —J(m), 
eq, = J (m), lg, = R(m). 
Die quadratische Gleichung fiir 4 ist dann identisch erfiillt, wahrend die 
Beziehung (6) von 4 unabhingig wird und sich fiir «, —«,—« die Be- 
stim munggsgleichung: 


(7) cos* ¢ = 





| m|*+1 
ergibt. Damit ist unser Satz bewiesen. 
Zwei nicht parallele Ebenen, deren beide Winkel einander gleich sind, 


bilden (s. a. a. O.) eine einparametrige Schar von gleichen Neigungswinkeln 
miteinander. Wir sprechen daher bei zwei analytischen Ebenen im folgen- 


5) R(a) und J(a) bedeuten dabei bzw. den reellen und den imaginiren Teil 
der komplexen Zahl a. 
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den kurz von ,,dem“‘ Winkel ¢, den sie miteinander bilden. Lauten die 
Gleichungen der beiden Ebenen: 
a, 2, + @,-2,= 0, ja, |"+|a,|"—1, 
b,-z, + b,-2,= 9, |b, |°+|b,|°=1, 
so werden sie durch die analytische Drehung: 
W, = G,-2, — 4, - Za, 
Ww, = @,-2, + @,- 2, 
in die Ebenen HZ, und £, iibergefiihrt. Dann wird aber: 


an 9 —% 5, 
m= 4,-b,+4,-d,’ 





und aus den vorhergehenden Betrachtungen (s. Gleichung (7)) folgt, daB 
sich ihr Neigungswinkel « aus den Beziehungen: 


cos é = a, - b, + a, bg, 


sine = |a,-b, — a,- b, | 
bestimmt. Insbesondere stehen zwei solche analytische Ebenen also ortho- 
gonal zueinander, wenn. 2 P 
a,-b,+a,-b,=0 
ist. Ubrigens ist auch Satz 5 offenbar nur ein Spezialfall unseres Satzes. 


Um zum Schlusse noch die Richtigkeit einer gewissen Umkehrung des 
Satzes 7 zu beweisen, stellen wir zunichst folgende Uberlegung an. Wir 
setzen in jeder Koordinatenebene denjenigen Umlaufssinn, welcher die 


positiv reelle Achse durch 3 in die positiv imaginare Achse iiberfiihrt, 


als den positiven fest. Dadurch wird auf jeder beliebigen durch den Null- 
punkt gehenden analytischen Ebene ein positiver Umlaufssinn bestimmt, 
namlich derjenige, dessen Projektionen auf die Koordinatenebenen mit deren 
Umlaufssinn iibereinstimmen*). Eine beliebige analytische Ebene mége den 
gleichen Umlaufssinn haben, wie die ihr parallele durch den Nullpunkt 
gehende Ebene. 


Liegt nun eine beliebige Ebene Z, vor, welche eine analytische Ebene 
E, in einem Punkte P schneidet und mit ihr zwei und damit unendlich 
viele gleiche Winkel « (0 <e< =) bildet, so denken wir uns die ein- 


parametrige Schar der simtlichen zu Z, und Z, halborthogonalen und den 
Winkel « enthaltenden Ebenen konstruiert. Drehen wir dann die Schnitt- 


*) Aus z,=m-z, folgt, daB arcz, und arcez, beide zugleich wachsen oder 
abnehmen. 
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linie einer dieser Ebenen mit Z, in deren positivem Umlaufssinn, so dreht 
sich die Schnittlinie derselben Ebene mit der zu Z, in P orthogonalen 
und daher ebenfalls analytischen Ebene Z, gleichzeitig in einem bestimmten 
Umlaufssinn. Je nachdem dieser mit dem positiven Umlaufssinn der Ebene 
E, ‘ibereinstimmt oder nicht, sagen wir, die Ebene Z, habe den gleichen 
oder den entgegengesetzten Umlaufssinn wie die Ebene Z,. Ist 2, selbst 
analytisch, so hat sie stets denselben Umlaufssinn wie Z£,. 

Wir beweisen nun noch folgenden 

Satz 8. Alle Ebenen, welche mit einer analytischen Ebene zwei 
gleiche Winkel bilden und denselben Umlaufssinn besitzen, sind ebenfalls 
analytische Ebenen. 

Zum Beweise denken wir uns die gegebene analytische Ebene 2, 
analytisch so gedreht, daB sie mit der z,-Ebene zusammenfallt. Die Um- 
laufsrichtungen der analytischen Ebenen sind invariant gegen analytische 
Drehungen. Die Gleichung der Ebene £Z, ist dann: 


2,=0 oder z,=<y,=0, 
diejenige der anderen Ebene £, sei: 


By = 64, %, + C2Y,, 
Yo = x1 Z, + go ¥; ‘)- 
Sollen HZ, und EZ, zwei gleiche Winkel miteinander bilden, so mu8 die 


rechte Seite von (6) von 4 unabhangig und die quadratische Gleichung 
fiir 4 identisch erfiillt sein. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn: 


C11 Crg + Cg “lrg = 9, 
(e+ ei) se (eie-+ ei) =0 

ist. Hieraus folgt aber: 

Cx = £41, 

Cs: = F Mia: 
Setzen wir ¢,,—1-€,,=m, 8o kann die Gleichung von £, also in eine 
der beiden Formen: 

z, = ™-z,, 

%, = m-z, 
gebracht werden. Da die zweiie diezer Ebenen einen zur z,-Ebene ent- 
gegengesetzten Umlaufssinn besitzt, so kommt hier nur die erste in Frage. 
Diese ist aber analytisch. 

Um einen Uberblick iiber die geometrische Lagerung der durch den 





") Diese Darstellung ist bei einer Ebene E,, die mit der z,-Ebene zwei gleiche 
Winkel bildet, stets méglich. 
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Nullpunkt gehenden analytischen Ebenen zu bekommen, stellen wir deren 
Gleichungen in der (nicht normierten) Form: 

Z, = M-z, 
dar. Ist dann « der Neigungswinkel einer solchen Ebene gegen die 
z,-Ebene, so erhalten wir auf Grund unserer vorangegangenen Uber- 
legungen zur Bestimmung von « die Beziehung: 

tge = |m|. 
Zu jedem Neigungswinkel « (0 <e< *) gehért hiernach ein einparametriger 
Kranz von analytischen Ebenen: 

2, = m-e'-z,, 

die mit der z,-Ebene simtlich den gleichen Winkel « bilden. Wir greifen 
zwei Ebenen eines solchen Kranzes heraus und berechnen den Winkel 7, 
den sie miteinander einschlieBen. Ihre Gleichungen seien: 

2,= ™-2Z,, 

Z,= m-efv-z.. 
Dann ergibt sich 7 aus der Gleichung: 

| m | 

1+|m|* 


¥ 


-2-sin% = sin 2e-sin” 


9 . 





-|efv — ie 21. 
1+ | m\|~ 


sin 7 = 


i) 


Wenn also wy von 0 bis 22 wiichst, so wiichst » erst von 0 bis 2e fiir 
e<z und von 0 bis 2 — 2e fir 27, um sodann wieder von 2¢ bzw. 
a — 2e bis 0 zu fallen. Die Ebenen eines solchen Kranzes bilden daher 
mit einer bestimmten von ihnen alle Winkel von 0 bis 2¢ bzw. 2 — 2e. 
Fiir « = ; kommen gerade simtliche Winkel von 0 bis 3 vor. 


Im iibrigen geht durch jede analytische Bewegung die Gesamtheit 
der analytischen Ebenen in sich iiber. Insbesondere dreht die analytische 
Rotation: 

w, = efPr-z,, 
w, = efFs-z, 
fiir ~, =, = jede durch den Nullpunkt gehende analytische Ebene in 


sich um den Winkel g, wahrend fiir y, + gy, die Ebenen jedes einzelnen 
der eben betrachteten Kranze untereinander vertauscht werden. 


§ 3. 
Die analytischen Fiachen. 


Im Anschlu8 an unsere Untersuchungen iiber analytische Ebenen 
notieren wir noch einige Satze iiber analytische Flachenstiicke. 
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Satz 9. Zwei analytische Flachenstiicke schneiden sich héchstens 
in Punkten, niemals in Kurven. 

Dieser Satz ist die geometrische Interpretation des funktionentheore- 
tischen Theorems, da8 zwei analytische Funk‘ionen, die langs eines Kurven- 
stiickes iibereinstimmen, identisch sind. 


Satz 10. Jedes analytische Flachenstiick besitzt in jedem Punkte 
eine eindeutig bestimmte Tangentialebene, welche zu den analytischen 
Ebenen gehért. 

Sei: «= f(2,) 
die Gleichung des Flachenstiicks; nehmen wir dann auf demselben zwei 
benachbarte Punkte (zj,2;) und (zj+ 4z{, 2:+ 42{) an, so lautet die 
Gleichung der durch diese beiden Punkte nach Satz 6, 8S. 218, bestimmten 
analytischen Ebene: 

’ Az} , 
2, — 2 = Fat (1 — 21). 
Nach den Ausfiihrungen von 8. 222 bestimmt sich der Winkel ¢, den diese 
Ebene mit der z,-Ebene bildet, aus der Gleichung: 








Lassen wir nun den Punkt (2+ 42{, 23+ 42) auf einem beliebigen 
Wege in der Fliche gegen den Punkt (z/,z;) gehen, so nahert sich die 
eben genannte Ebene einer eindeutig bestimmten Grenzebene, die eben- 
falls eine analytische Ebene sein mu8. Ihre Gleichung lautet: 
,_ (af (4, , 
{= (“A) oe => %), 
und der Winkel «, den sie mit der z,-Ebene bildet, ergibt sich aus der 


Beziehung : 
df (z,) 
= | “dz, |" 





Der absolute Betrag der Ableitung bestimmt also die GréBe des 
Winkels «, wahrend ihr Arcus die Lage der Tangentialebene innerhalb 
des Kranzes derjenigen analytischen Ebenen charakterisiert, die alle diesen 
selben Winkel mit der z,-Ebene bilden. 


Satz 11. Zwei analytische Flachenstiicke, die einen Punkt ge- 
meinsam haben, schneiden sich in demselben unter einem eindeutig be- 
stimmten Winkel. 


Dieser Satz folgt aus Satz 10, 8.223, in Gemeinschaft mit Satz 7, 
8. 219. 
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§ 4. 
Uber gewisse nichtanalytische Ebenen. 


Wir wollen jetzt gewisse Scharen nichtanalytischer Ebenen betrachten, 
welche in den spateren Untersuchungen eine wichtige Rolle spielen werden. 

Wir legen zunachst durch eine Gerade gy, = konst. der z,-Ebene und 
eine Gerade g,=konst. der z,-Ebene eine Ebene, die nichtanalytischen 
Charakter haben muB, da sie die beiden analytischen Koordinatenebenen 
in Geraden schneidet. Lassen wir g, und ~, unabhiangig voneinander 
alle méglichen Werte durchlaufen, so erhalten wir eine zweiparametrige 
Ebenenschar, die wir aus einem sogleich ersichtlichen Grunde die Schar 
der absoluten Ebenen nennen wollen. Die Gleichung der durch die 
Parameter p,, 9, charakterisierten Ebene dieser Schar ist offenbar: 
(8) t e-in.z Pe ee emits. 4) -et%s-7,=0. 

2 1 3 os 27 3 2 

Fiir ~, = ~,= 0 geht hieraus die Gleichung der durch beide reelle Achsen 
gehenden reellen Ebene hervor: 


(8,) = (%—H)— 9: (4 — z,) = 0, 
die mit den beiden Beziehuryen: 


2,=#,, 2, =F 


aquivalent ist. Die reelle Ebene ist das Bild der Gesamtheit derjenigen 
Punkte des analytischen Raumes, welche reelle Koordinaten besitzen. 
Ebenso erhilt man fiir 9, = 9, =3 die Gleichung der durch beide ima- 
gindre Achsen gehenden imagindren Ebene: 


. 1 - Sy ie i 
(8, ) 9 \* 7 4,)+5°(%&+%)= 0, 


die mit den beiden Beziehungen: 


z= —4%, 2,= —Z 
aquivalent ist. 
Uber die absoluten Ebenen gilt folgender 


Satz 12. Durch jeden nicht auf einer Koordinatenebene liegenden 
Punkt geht eine und nur eine absolute Ebene. 


Fallen wir namlich von dem Punkte P(z, = 1,-e', z, = 1,-e*%) die 
Lote auf die beiden Koordinatenebenen .und verbinden wir deren FuB- 
punkte mit dem Nullpunkte, so miissen die beiden Lote und die beiden 
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“ 


Verbindungslinien in einer Ebene liegen. Denn sie bilden zusammen ein 
Viereck mit vier rechten Winkeln. Da bei jedem raumlichen Viereck die 
Winkelsumme kleiner als 22 ist, so kann ein solches Viereck nur ein 
ebenes sein. Diese Ebene ist aber gerade die durch die Parameterwerte 
1» Y_ bestimmte absolute Ebene. Legen wir in ihr ein rechtwinkliges 
Cartesisches Achsenkreuz fest, dessen Achsen mit den Schnittlinien der 
absoluten Ebene mit den Koordinatenebenen zusammenfallen, so besitzt 
der Punkt P als Cartesische Koordinaten in der Ebene — abgesehen vom 
Vorzeichen — offenbar gerade die absoluten Werte seiner komplexen 
Koordinaten r,=|2,|, 7,==|2,|,-womit sich unsere Bezeichnungsweise 
dieser Ebenen erklart. 

Der Punkt P kann aber nicht noch auf einer zweiten absoluten 
Ebene liegen. Denn jede absolute Ebene steht halborthogonal zu jeder 
Koordinatenebene. Deshalb miiBten die Lote, welche wir von P aus in 
einer solchen zweiten absoluten Ebene auf deren Spuren mit den Koor- 
dinatenebenen fallen kénnten, zugleich senkrecht zu den Koordinatenebenen 
selbst stehen, d. h. aber, die zweite Ebene ware mit der absoluten Ebene 
Y,> Yq identisch. 


Durch die analytische Drehung: 
w, = et7. 7 
w= etfs. z, 


kann die reelle Ebene in jede beliebige absolute Ebene iibergefiihrt werden. 
Bei jeder solchen Drehung geht die Gesamtheit der absoluten Ebenen in 
sich iiber. 


Wir notieren noch den 


Satz 13. Hin Punkt wird an der reellen Ebene gespiegelt, indem 
man seinen Koordinaten die konjugierten Werte erteilt. 


An der reellen Ebene spiegeln hei®t namlich, von dem gegebenen 
Punkte P auf diese Ebene das Lot fallen und es um sich selbst bis zum 
Punkte Q verliingern. Projizieren wir die das Lot tragende Gerade auf 
die z,-Ebene, s» mu8 bewiesen werden, daB die Projektionen P’ und Q’ 
von P und Q spiegelbildlich zur reellen Achse der z,-Ebene liegen. Dies 
ist aber klar; denn bezeichnen wir den auf der reellen Ebene liegenden 
Mittelpunkt von PQ mit R und seine auf der reellen Achse der z, lie- 
gende Projektion mit R’, so ist R’ offenbar die Mitte von P’Q’ und ferner 
steht R’P’ senkrecht auf der reellen Achse nach dem leicht zu bewei- 
senden geometrischen Satz: Projiziert man einen Punkt P des vierdimen- 
sionalen Raumes auf zwei sich in einer Geraden schneidende Ebenen, so 


projizieren sich die erhaltenen Projektionen R und P’ auf die Schnitt- 
Mathematische Annalen. 83. 15 
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gerade in demselben Punkte R’. Da dieselbe Uberlegung fiir die z,-Ebene 
gilt, so ist unser Satz damit bewiesen"). 

Eine weitere Schar nichtanalytischer Ebenen erhalten wir auf folgende 
Weise. Wir betrachten die Gesamtheit der Punkte, fiir welche =f, 
und 9, + 9, = konst. = ist. Diese Gesamth2it muB offenbar eine Ebene 
von der Gleichung: 

(9) Ba eel = 0 

erfiillen. Lassen wir ¢ alle méglichen Werte durchlaufen, so bekommen 
wir eine einparametrige Ebenenschar, die wir die Schar der Diagonal- 
ebenen nennen wollen. 

Zwei Diagonalebenen k6énnen sich niemals schneiden. Dagegen 
schneidet jede Diagonalebene eine einparametrige Schar von absoluten 
Ebenen, namlich diejenigen durch die Parameter ,, y, charakterisierten 
Ebenen, fiir welche y,-+ 9,=¢ ist. Umgekehrt schneidet jede absolute 
Ebene zwei Diagonalebenen, nimlich die durch den Parameter g charak- 
terisierten Ebenen, fiir die p = 7, + 9, und p= ¢, + 9,+2 ist. AuBer- 
dem gilt der 


Satz 14. Jede Diagonalebene kann durch eine analytische Drehung 
in die reelle Ebene tibergefiihrt werden. 


Ist namlich (9) die Gleichung der Diagonalebene, so transformiert 
die analytische Drehung: 


i 1 
ee” Re He 
s, = — 1. et. — 1. gtrw, 
y2 i 2 3 


diese Ebene in die reelle Ebene (8,), wie man durch Einsetzen sofort erkennt. 
Wir notieren schlieBlich den 


Satz 15. Die Diagonalebenen stehen auf denjenigen absoluten Ebenen, 
von denen sie geschnitten werden, halborthogonal. 

Zum Beweise denken wir uns zunichst die Diagonalebene und eine 
sie schneidende absolute Ebene durch eine Transformation: 


w, = ef: -z,, 
= et%s. 
w, = ef. 2, 


*) Mittels des Begriffes der absoluten Ebenen und des geometrisch leicht zu 
beweisenden Satzes, daB jede (durch den Nullpunkt gehende) analytische Ebene 
halborthogonal zu jeder sie schneidenden absoluten Ebene steht, ergibt sich iibrigens 
auch rein geometrisch leicht die Richtigkeit der Sitze 7 und 8 von § 2. 
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so gedreht, daB die letztere in die reelle Ebene iibergeht. Dann mu8 
wegen 7, + 9,=¢ die Diagonalebene in die andere Diagonalebene: 
1 1 
io* va 
iibergehen, welche die reelle Ebene schneidet. Die letztere geht aber durch 
Spiegelung an der reellen Ebene (s. Satz 13, 8. 225) in sich iiber, wie man 
sofort sieht. Sie ist daher zur reellen Ebene in der Tat halborthogonal. 


—_ = -%,=0 


§ 5. 
Die Kreisbereiche. 


Es sollen jetzt diejenigen speziellen vierdimensionalen Bereiche definiert 
werden, auf welche sich die spiter aufgestellten Abbildungssitze beziehen. 
Wir betrachten dazu einen Bereich von folgender Beschatienheit: Er mége 
von der z,-Ebene und von jeder zu ihr parallelen und nicht auBerhalb 
verlaufenden Ebene in einem Kreise geschnitten werden, dessen Mittelpunkt 
auf der z,-Ebene liegt; und umgekehrt mége er von der z,-Ebene und 
jeder zu ihr parallelen nicht auBerhalb verlaufenden Ebene in einem Kreise 
geschnitten werden, dessen Mittelpunkt auf der z,-Ebene liegt. Einen 
solchen Bereich wollen wir einen Kreisbereich nennen. Er spielt bei ana- 
lytischen Funktionen zweier Veranderlicher in mancher Beziehung dieselbe 
Rolle, wie der Kreis der z-Ebene bei Funktionen der einen Verander- 
lichen z. Besondere Kreisbereiche sind die vierdimensionale Kugel: 

la. |"+ |e |"Sr*, 
und der vierdimensionale Doppelzylinder: 
l4,/S, |_| Sr. 

Uber die Kreisbereiche gelten folgende Siatze: 

Satz 16. Jeder Kreisbereich wird durch die analytischen Drehungen: 
(10) haath 
W, = e*v's - 2, 
in sich transformiert. 

Denn durch die Transformationen: 

wi = ez, w, = w;, 

W, = 2,, w, = e'¥s- w, 
wird jede zur z,-Ebene bzw. zur z,-Ebene parallele Ebene um ihren 
Schnittpunkt mit der Koordinatenebene in sich gedreht. 

Aus diesem Satz folgt, daB mit jedem Punkte z,, z,, welcher der Ober- 
fliche eines Kreisbereiches angehért, auch jeder Punkt e*v:-z,, efv:-z, 
auf dieser Oberfliche liegt. Damit ergibt sich der 


15* 
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Satz 17. Jeder Kreishereich geht durch Spiegelung an jeder absoluten 
Ebene in sich iiber. 

Er geht namlich zunachst durch Spiegelung an der reellen Ebene in 
sich iiber, denn aus dem Punkte z,, z, der Oberflache wird bei einer 
solchen Spiegelung nach Satz 13, S. 225, der Punkt Z,=—e-**m.z,, 
Z,=e-*tvs.z,. Jede absolute Ebene aber kann nach S. 225 durch eine 
Drehung (10) stets in die reelle Ebene iibergefiihrt werden. 

Satz 18. Jeder Kreisbereich wird von jeder durch den Nullpunkt 
gehenden analytischen Ebene in einem Kreise geschnitten. 


Denn nach Satz 16 geht jeder Kreisbereich durch jede Drehung: 

w, = ev -z,, 

w, = ef - 2, 
in sich iiber. Dabei wird aber nach 8S. 222 jede der fraglichen analytischen 
Ebenen in sich um den Winkel y gedreht, und da y beliebig ist, muB die 
Schnittfigur ein Kreis sein. Ubrigens folgt offenbar entsprechend, daB die 
Schnittkreise, welche die Ebenen eines der 8. 222 erwahnten Ebenenkrinze 
erzeugen, simtlich denselben Radius besitzen miissen. 

Die Schnittbereiche, welche ein Kreisbereich mit den absoluten Ebenen 
bildet, sind alle kongruent, zentrisch symmetrisch zum Nullpunkt und spiegel- 
bildlich zu den Schnittgeraden der absoluten Ebenen mit den Koordinaten- 
ebenen. Wir kénnen uns jeden Kreisbereich dadurch entstanden denken, 
da8 wir einen beliebigen, von den Achsen und einer Kurve, die von jeder 
zu den Achsen parallelen Geraden héchstens einmal geschnitten wird, be- 
grenzten und im ersten Quadranten liegenden Be- 
reich einer absoluten Ebene um beide Koordinaten- 
ebenen unabhangig je um den Winkel 22 rotieren 
lassen. Dabei wird jeder Punkt des Kreisbereiches 
einmal und (mit Ausnahme der Punkte auf den 
Koordinatenebenen ) infolge von Satz 12, 8. 224, 
auch nur einmal erhalten. Die Randkurve des 
rotierenden Bereiches wird durch eine funktionale 
\ : ; Beziehung zwischen den absoluten Werten der 
Koordinaten cargestellt: 








/ @(\z,|,\2,|) = 0. 


a Den Schnittbereich eines Kreisbereiches mit 
einer absoluten Ebene, durch welchen umgekehrt 
der Kreisbereich eindeutig bestimmt ist, wollen 

wir seinen Leitbereich nennen (s. Fig. 1). Der Leitbereich der Kugel ist 

ein Kreis, derjenige des Doppelzylinders ein Rechteck. 
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Jeder Leitbereich und damit auch jeder Kreisbereich ist in bezug auf 
den Nullpunkt ein Stern, wie man sofort sieht. Dabei verstehen wir unter 
einem Stern in der iiblichen Weise einen Bereich, der von jeder durch den 
Nullpunkt gehenden Geraden nur in einer Strecke geschnitten wird. Bei 
unseren spateren Betrachtungen (im II. und III. Teil) werden wir uns 
jedoch auf konvexe Kreisbereiche beschrinken. Jeder konvexe Kreis- 
bereich besitzt auch einen konvexen Leitbereich. 


Wir beweisen noch folgende Siatze iiber die Transformation von Kreis- 
bereichen: 


Satz 19. Jeder Kreisbereich geht durch jede Transformation von 
der Form: 
w,=R 


w, = R, +z, 


1% 


(11) (R,, R, pos. reell) 


in einen anderen Kreisbereich iiber: 


Denn jede absolute Ebene geht bei einer solchen Abbildung in sich 
iiber, und alle Leitbereiche in diesen Ebenen werden auf dieselbe Weise 
ahnlich transformiert. 


Satz 20. Jeder Kreisbereich geht durch die Transformation: 


w, = 2, 
(12) af 


W, = 2, 
wieder in einen Kreisbereich iiber. 


Denn diese Transformation stellt einfach eine Vertauschung der beiden 
Koordinatenebenen dar. 


Alle Kreisbereiche, welche aus einem beliebigen durch die Trans- 
formationen (11) und (12), sowie die Kombinationen dieser Substitutionen 
(auch mit den Drehungen (10)) hervorgehen, bilden eine Klasse von Kreis- 
bereichen. In jeder solchen Klasse kommen zwei Bereiche vor, deren 
Schnittkreise mit den Koordinatenebenen Einheitskreise sind. Einen dieser 
beiden Bereiche wollen wir als Reprisentanten einer solchen Klasse an- 
sehen und ihren Normalbereich nennen. 

Es kann auch der Fall eintreten, daB jene beiden Bereiche einer 
Klasse, die als Normalbereiche dienen kénnen, identisch sind. Dann geht 
der Normalbereich durch die Transformation (12) in sich iiber. Einen 
solchen Bereich und jeden aus ihm durch die Ahnlichkeitstransformation 
w, = R-z,, w,= R-z, hervorgehenden Bereich wollen wir einen symme- 
trischen Kreisbereich nennen. Der Leitbereich eines symmetrischen Kreis- 
bereiches mu8 offenbar spiegelbildlich zu den beiden Diagonalen | z, | = |z, | 
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sein. Liegt umgekehrt ein solcher spiegelbildlicher Leitbereich vor, so ist 
der zugehérige Kreisbereich stets symmetrisch. So sind die Kinheitskugel: 


|z,|"+|%|"<1 
und der Einheitezylinder: 


symmetrische Normalbereiche der zugehérigen Klassen. Eine sich auf einen 
symmetrischen Normalbereich aufbauende Klasse wollen wir kurz eine sym- 
metrische Klasse, die zur Einheitskugel gehérige insbesondere die Kugel- 
klasse nennen. 


Fiir die Bereiche einer symmetrischen Klasse gilt der 


Satz 21. Jeder Kreisbereich einer symmetrischen Klasse wird durch 
eine Transformation von der Form: 


Ww, = 


Ss) 


"By 
(R pos. reell ) 


"2 


bl 


wv, = 
in sici: transformiert. 
Denn ein solcher Bereich kann durch eine Substitution: 
4 = R, "2 


(R., BR . Teell) 
w, = R,-2, ( 1 s pos 


in den Normalbereich iibergefiihrt werden, und dieser wird durch (12) 


auf sich selbst abgebildet. Dann wird R = . 
Ferner besteht der 


Satz 22. Jeder symmetrische Kreisbereich geht durch Spiegelung 
an jeder Diagonalebene in sich iiber. 

Sei die Diagonalebene durch den Parameter  charakterisiert. Wir 
spiegeln an ihr dann zunichst eine Gerade gy, = konst. der z,-Ebene. 
Dazu legen wir durch sie diejenige stets existierende und durch die Para- 
meterwerte ,,p, charakterisierte absolute Ebene, welche die Diagonal- 
ebene schneidet, so daB also y, + ~,=¢p ist. Infolge von Satz 15, 8. 226. 
geht diese bei der Spiegelung in sich iiber, indem sie selbst an der 
Diagonalen |z, |= |z,| gespiegelt wird. Aus jeder Geraden y, = konst. der 
z,-Ebene wird bei der Spiegelung daher eine Gerade y, = y — 7, = konst. 
der z,-Ebene und umgekehrt. Da gleichzeitig aus Ebenen wieder Ebenen 
werden, so geht jede absolute Ebene in eine andere oder sich selbst derart 
iiber, daB die Schnittlinien mit beiden Koordinatenebenen vertauscht werden. 
Dabei miissen aber die nach Voraussetzung .spiegelbildlichen Leitbereiche 
ineinander und mithin der ganze Kreisbereich in sich iibergehen. 
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Eine solche Spiegelung besitzt ersichtlich folgende Darstellung: 
w, = ef? -Z,, 
w, = ef? -Z,. 
Wir notieren zum Schlu8 noch folgende Siatze: 
Satz 23. Die Hinheitskugel wird durch jede analytische Drehung 
((3), (3,), 8. 214) in sich transformiert. 


Satz 24. Die Hinhettskugel wird durch die linear gebrochenen 
analytischen Funktionen: 
an 247+ TS 


1" 4%, + Cg%, +0’ 
__ bz, +b,2,+5 
2 Gf, + Ch, +e 
mit den Bedingungen: 
Jo, |*+ |B, |*+]a]*+]b)*=Je,|"+]e]’, 
| a, |"+ |b,|°+ |a|*+|b|*=|¢,|*+ Je]’, 
a,-4+b,-b=c,-é, 
a,-2+b,-b =c,-é, 
a, - a, +b, -by=c,-e, 
derart in sich transformiert, daB der Nullpunkt in den Punkt w, = <, 
Man kann also stets eine umkehrbar eindeutige analytische Abbildung 
der Einheitskugel in sich angeben, welche einen beliebigen inneren Punkt 


der Kugel in den Nullpunkt iiberfiihrt. Das Entsprechende gilt fiir den 
Einheitszylinder, denn es besteht der 


Satz 25. Der EHinheitszylinder wird durch die linear gebrochenen 
analytischen Funktionen: 


w= 


_ At, ae 4 3 0 
w, = at (\a,|"—|8,|*> 0), 
— ttt bg (*@_ 15.12 
W, are (|a, | |b,| > 0) 


derart in sich transformiert, daB der Nullpunkt in den Punkt w, = 2, 
by 
w, = a, tibergeht. 


Den Transformationen der Satze 23, 24 und 25 entsprechende Ab- 
bildungen existieren natiirlich fiir alle der Kugelklasse bzw. der Zylinder- 
klasse angehérigen Kreisbereiche. 
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Il. Teil. 
Die Ubertragung des Schwarzschen Lemmas und des 
Spiegelungsprinzips. 


Es soll sich in diesem Teil um die Herleitung zweier Hilfssitze 
handeln, die als Ubertragungen des Schwarzschen Lemmas und des Spie- 
gelungsprinzips bei analytischen Funktionen einer Veranderlichen anzusehen 
sind und sich bei der Behandlung unserer Abbildungsprobleme ebenfalls. 
als auBerst ,,zugkriftig“ erweisen. 


§ 1. 
Das Lemma. 

Wenn dem Kreis in der Ebene der Kreisbereich des analytischen 
Raumes entsprechen soll, werden wir erwarten kénnen, einen dem Lemma 
entsprechenden Satz fiir Kreisbereiche zu erhalten. Wir beschrinken uns 
dabei jedoch auf konvexe Bereiche. Dann besteht ein solcher Satz in der 
Tat und wir formulieren ihn folgendermaBen: 


Satz 1. Wird ein konvexer Kreisbereich 80 auf einen ganz in 
seinem Inneren gelegenen Bereich abgebildet, daB der Nullpunkt fest 
bleibt, so geht jeder in bezug auf den Nullpunkt zum Kreisbereich ahn- 
liche Teilbereich ebenfalls in einen ganz seinem Inneren angehdrenden 
Bereich iiber. 

Um diesen Satz zu beweisen, stellen wir zunachst eine Hilfsbetrach- 
tung an. Wir denken uns einen beliebigen Kreisbereich und legen durch 
den Nullpunkt eine willkiirliche analytische Ebene Z,. In dieser ziehen 
wir durch den Nullpunkt einen Strahl und konstruieren nun denjenigen 
za diesem Strahl orthogonalen dreidimensionalen ebenen Raum, welcher 
zugleich Stiitzraum an den Kreisbereich ist und den Strahl im Punkte A 
schneiden mége (s. Fig.2). Diese Konstruktion fiihren wir fiir jeden 
solchen Strahl aus und erhalten so eine Menge von Punkten A, die, wie 


wir behaupten, einen Kreis erfiillen mu. Dies ist klar, denn durch die 
Transformation: 


w, = ef¥-z,, 

w, = ef -z, 
geht der Kreisbereich in sich iiber; jeder Stiitzraum bleibt dabei Stiitz- 
raum, und der Punkt A dreht sich in der analytischen Ebene um den 
Winkel y, der ginzlich willkiirlich war. Alle Stiitzraume umschlieBen 
also einen (vierdimensionalen) Kreiszylinder, der allgemein den Kreis- 
bereich in den Schnittkreisen einer gewissen Menge analytischer durch 
den Nullpunkt gehender Ebenen trifft. ; 
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Jeder Stiitzraum kann namlich mit dem Kreisbereich nur solche 
Punkte gemeinsam haben, die auf der Leitkurve derjenigen absoluten 
(den Stiitzraum in der Geraden g schneidenden) Ebene liegen, die den 
zugehérigen Strahl der Ebene FZ, enthilt. Der Stiitzraum hat daher mit 
dem Kreisbereich genau so viele Punkte gemein wie die Gerade g mit 
der Leitkurve, und der Stiitzzylinder trifft mithin den Kreisbereich in 
den Schnittkreisen aller derjenigen durch den Nullpunkt gehenden ana- 
lytischen Ebenen, die jene Punkte enthalten. Ist der Kreisbereich kon- 
vex, so gehért umgekehrt auch zu jedem seiner Begrenzungspunkte min- 
destens eine Ebene von der Beschaffenheit, daB der zugehdérige Stiitz- 
zylinderraum diesen Punkt enthilt. 

Die Funktionen, welche die Abbildung des Satzes 1 vermitteln, seien 

9\. 

a Wy = By, + Gq, Zz + Byo By + yy Z %y + Ayy 2 +--+, 

Wy = by 9%, + Oo, By + Dag zi + By, 2% + Ogg ay +..- 

Unser Satz behauptet dann: Legen wir durch jeden inneren Punkt des 
Kreisbereichs einen (drei- 
dimensionalen) Raum, der 
dem Grenzraum des Be- 
reichs (mit dem Null- 
punkt als Ahnlichkeitszen- 
trum) ahnlich ist und den 
wit die durch den Punkt 
gehende ,,Schale“ nennen 
wollen, so verbleibt bei 
der Abbildung jeder Punkt 
innerhalb oder auf seiner 
Schale. Wir beweisen dies 
fiir einen beliebigen inneren 
Punkt P(z,,z,) und legen 
zu diesem Zweck durch P 
die durch den Nullpunkt 
gehende analytische Ebene 
E (Satz 6, 8. 218), welche 
nach Satz 18, 8. 228, von 
dem Kreisbereich in einem 











®) Wir benutzen hier und im folgenden, daB sich eine innerhalb eines konvexen 
Kreisbereiches ~egulire Funktion in eine dort iiberall absolut konvergente Potenzreihe 
um den Mittelpunkt entwickeln 1a8t. Dies ergibt sich — ahnlich wie der entsprechende 
Satz iiber die Entwickelbarkeit einer innerhalb eines Kreises reguléren Funktion einer 
Veriinderlichen — sofort aus der Cauchyschen Integralformel fiir Funktionen zweier 
Veranderlicher. 
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Kreise K geschnitten wird (s. Fig. 2). Diese Kreisfliche K wird bei der 
Abbildung in ein durch den Nullpunkt gehendes analytisches Flachenstiick F 
iibergefiihrt, auf welchem der Bildpunkt Q(w,,w,) von P liegt*®). Wir 
legen ferner durch den Nullpunkt eine beliebige weitere analytische Ebene Z, 
und projizieren sowohl F als auch K auf dieselbe. Der Projektionsbereich 
von F sei B, derjenige von K ein Kreis K,**). Konstruieren wir nun 
zu der Ebene 2, den oben erwahnten Stiitzzylinderraum, so mu8 B 
offenbar ganz innerhalb des Kreises K, liegen, welchen dieser Zylinder 
raum aus HZ, ausschneidet. 

Nunmehr denken wir uns das Koordinatensystem analytisch so ge- 
dreht, daB die eine Koordinatenebene mit Z, zusammenfallt. Bezeichnen 
wir die neuen Koordinaten mit Z,, Z, bzw. W,,W,, so transformieren 
sich die Abbildungsfunktionen (1) in die Form: 


W, = Ao: S, + Ag Ba++; 


2 
(2) W, = B,,-Z, + Be,-Z_+--- 


In den neuen Koordinaten hat E die Gleichung Z,—m-Z,, und die 
Funktion: 
W, _— (Ayo + m-A,,)-Z, +... 

bildet dabei offenbar den Kreis K, auf den Bereich B so ab, daB der 
Nullpunkt festbleibt und B ganz innerhalb des Kreises K, liegt. Wir 
kénnen also auf diese Funktion das Schwarzsche Lemma der Ebene an- 
wenden. Sind R, und R, bzw. die Radien der Kreise K, und K,, so 
folgt daraus, daB stets: 


LAFS LA 
sein muB, d. h. daB der Bildpunkt Q innerhalb des mit dem Radius 


2 Z,| orthogonal zu Z, konstruierten Stiitzzylinderraums (4 in der 


Figur) liegen mu8. Da nun die Ebene Z#, willkiirlich war, so mu8 Q 
innerhalb saimtlicher derart zu konstruierenden Zylinder liegen. Nun ist 
aber LAL = S = 4 (R Radius des Kreises K) eine konstante, lediglich 


vom Punkte P abhangige Zahl. Daher gehen simtliche Zylinder, deren 
gemeinsames Innere Q enthalten mu8, aus den Stiitzzylinderriumen des 





**) In der Figur ist angenommen, da8 der Bildbereich zunichst noch so gedreht 
wurde, daS der Bildpunkt Q mit dem Punkt P in derselben absoluten Ebene liegt. 

*) Nach P. H. Schouten, I. Teil, 8. 73, 74 projiziert sich ein Kreis einer Ebene 
des vierdimensionalen Raumes dann und nur dann auf einer anderen schneidenden 
Ebene wieder als Kreis, wenn diese zwei gleiche Winkel mit der ersten bildet; vg). 
also Satz 7, 8. 219. 
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Kreisbereiches durch ahnliche Verkleinerung im Verhiltnis 4:1 hervor. 
Sie umbhiillen daher (und weil der Bereich konvex ist) einen dem Kreis- 
bereich ahnlichen Teilbereich, dessen Grenzschale offenbar gerade durch P 
gehen muB. Da Q innerhalb dieses Bereiches liegen muB8, so ist unser 
Satz damit bewiesen. 

Wir sprechen zum Schlusse den Satz 1 fiir die Kugel noch einmal 
gesondert aus, und zwar in folgender Form: 


Satz la. Wird eine Kugel so auf einen ganz in ihrem Inneren 
gelegenen Bereich abgebildet, daB der Nullpunkt fesibleibt, so kann die 
Entfernung irgendeines threr Punkte vom Nullpunkt nicht grdfer werden. 


§ 2. 
Eine Vertiefung des Lemmas. 


Wir fragen jetzt, was wir aussagen kénnen, wenn bei der im vorigen 
Paragraphen behandelten Abbildung gewisse der Punkte auf den durch 
sie bestimmten Schalen bleiben, also nicht in deren Inneres riicken. Sei 
P’ ein solcher Punkt und Q’ sein Bildpunkt. Wir legen dann durch Q’ 
die durch den Nullpunkt gehende analytische Ebene, welche den Kreis- 
bereich in einem Kreise K, schneidet, und konstruieren diejenige Ebene £, 
(oder eine derjenigen Ebenen), deren orthogonaler Stiitzzylinderraum den 
Kreisbereich gerade in diesem Schnittkreise trifft. 

Fiir das Folgende wollen wir nur noch die Voraussetzung machen, 
da8 der Stiitzraum mit dem Kreisbereich keine weiteren Punkte auBer 
denen des Kreises K, gemein hat, oder, was dasselbe bedeutet, daB die 
Gerade g die Leitkurve nur in einem einzigen Punkte trifft. Dies wird 
immer dann der Fall sein, wenn der Punkt Q’ im Inneren eines nicht 
geradlinigen Kurvenstiickes oder auf einer durch zwei geradlinige Kurven- 
stiicke gebildeten Ecke der durch ihn hindurchgehenden idhnlich ver- 
kleinerten Leitkurve liegt. Punkte von solcher Beschaffenheit wollen wir 
kurz ordentliche Punkte des Kreisbereiches nennen. 

Wir fassen dann die Ebene Z, wieder als Koordinatenebene auf und 
projizieren alles auf sie. Dann wird durch die Funktionen (2) der Kreis K, 
derart auf einen ganz im Inneren des Kreises K, liegenden Bereich B’ 


abgebildet, da ein Punkt W, gerade den absoluten Betrag z | Zi| erhailt; 


denn Q’ liegt auf derselben Schale wie P’, und der dieser Schale an- 
gehérige zu H, orthogonale Stiitzzylinderraum geht durch Q’. Daher 
mu8 nach dem Schwarzschen Lemma die Abbildung in der Ebene £, 


eine Drehstreckung mit dem Dehnungsverhaltnis : sein. Dann miissen 
2 


aber die Bildpunkte aller Punkte P der Ebene Z auf den zugehdrigen 
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Stiitzzylinderriumen liegen, und da sie gleichzeitig nicht auBerhalb ihrer 
Schalen liegen diirfen, so liegen sie alle auf ihren Schalen, und zwar auf 
den Beriihrungskreisen der Stiitzzylinderraume mit denselben. 

Da wir nun vorausgesetzt haben, daB jeder solche Raum seine Schale 
nur in einem Kreise trifft, so miissen die Bildpunkte Q gerade die durch 
Q’ gehende analytische Ebene erfiillen, und diese Ebene mu8 aus der 
Ebene E durch Drehstreckung hervorgegangen sein. Wir haben daher den 


Satz 2. Bleibt bet der Abbildung, von welcher Satz 1 handelt, ein 
einziger Punkt auf seiner Schale, und ist sein Bildpunkt gleichzeitig ein 
ordentlicher Punkt, so geht die durch jenen und den Nullpunkt bestimmte 
analytische Ebene bei dex Abbildung durch Drehstreckung in eine andere 
analytische Ebene tiber. 


Wir betrachten weiterhin eine den Bedingungen des Satzes 1 ge- 
niigende Abbildung und nehmen an, da8 wir von einer abzahlbar unend- 
lichen Menge von Punkten, von welchen keine zwei auf einer durch den 
Nullpunkt gehenden analytischen Ebene liegen, wissen, daB sie auf ihren 
Schalen verbl..2en, und daB ihre Bilder ordentliche Punkte des Kreis- 
bereiches sind. Dann mu8 nach Satz 2 eine abzihlbare Menge von ana- 
lytischen Ebenen bei der Abbildung durch Drehstreckungen in eine andere 
solche Ebenenmenge iibergefiihrt werden. Seien die Gleichungen jener 
Ebenen in der Form: 

Z, = Mz, 
gegeben. Dann miissei. also die Abbildungsfunktionen (1) fiir jede solche 
Ebene: 
W, = (Gig + M-Gy, )-2, + (Gyq + M-a,, + M*aog)-27+..., 
‘= 
m? 


w, = (~ by + bys) = + ( bag + -by, +-Dgq) 22+... 


in Drehstreckungen iibergehen, d.h. es muB fiir jedes derartige m: 


S55” 2 Oe wee ae i Ee 


- bag + > By + Ogy = 0, 


sein. Da diese Gleichungen aber fiir eine abzihlbare Menge von Werten m 
bestehen miissen, so folgt: 


G5 = 4,, = 4, =... = 0, 
bag = 51, = Dog = --- = 0, 
d. h. die Abbildungsfunktionen (1) sind linear. Wir erhalten somit den 
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Satz 3. Bleibt bei der Abbildung, von welcher Saiz 1 handelt, jeder 
Punkt aus einer abzahilbar unendlichen Menge von Punkien, von denen 
keine zwei mit dem Nullpunkt in einer analytischen Ebene liegen, auf 
seiner Schale, und zwar so, daf sein Bildpunkt ein ordentlicher Punkt 
ist, so miissen die Abbildungsfunktionen linear sein: 


W, = Gyo" % 1 Boy * 2» 
W, = by9 2, + Og, %- 


§ 3. 
Das Spiegelungsprinzip erster Art. 

Das Spiegelungsprinzip bei Funktionen zweier Veranderlicher entspricht 
vollkommen dem bekannten Spiegelungsprinzip der Ebene. Wir sprechen 
es zunachst in folgender Form aus: 

Satz 4. Fitihrt eine Abbildung ein Stiick der reellen Ebene wieder 
in ein Stiick dieser Ebene iiber, so werden aus zur reellen Ebene spiegel- 
bildlichen Punkten wieder spiegelbildliche Punkte. 

Zum Beweise bedenken wir, daB nach Satz 13, 8. 225, einen Punkt 
an der reellen Ebene spiegeln heiBt, seinen Koordinaten die konjugierten 
Werte erteilen. Wir geben nun z, irgendeinen festen reellen Wert aus 
dem betreffenden Ebenenstiick. Dann nehmen die beiden Funktionen: 


W, = (gg + Boy *Zq 1 + +) + (Gig + By, Sq H+ +) By Hees 

W0, = (gg + Boy“ + +++) + (Byo + Bin Foes) aves 
welche die Abbildung vermitteln mégen, lings eines Stiickes der reellen 
Achse von 2, reelle Werte an. Dann miissen sie aber nach dem Spiege- 
lungsprinzip der Ebene reelle Koeffizienten haben. Dies gilt wieder fiir 
eine kontinuierliche Menge von Werten von z,. Fiir alle diese Werte 
miissen also die Funktionen: 


ae ae ee ae a ee 


reelle Werte annehmen. Daher miissen sie selbst reelle Koeffizienten haben. 
Dann sind aber simtliche Koeffizienten der urspriinglichen Funktionen 
reell und diese nehmen mithin fiir konjugierte Werte von z,, z, kon- 
jugierte Werte von w,, w, an. 

Wir erweitern das Spiegelungsprinzip noch in folgendem 

Satz 5. Fiihrt eine Abbildung ein Stiick einer aus der reellen 
Ebene durch analytische Drehung oder Parallelverschiebung hervorgehen- 
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den nichtanalytischen Ebene in ein Stiick einer ebensolchen Ebene iiber, 
so werden aus zur einen Ebene spiegelbildlichen Punkten spiegelbildliche 
Punkte der anderen Ebene. 

Dies folgt sofort aus Satz 4, wenn man beriicksichtigt, daB analytische 
Drehungen und Parallelverschiebungen spiegelbildliche Punkte ebenfalls 
wieder in spiegelbildliche Punkte iiberfiihren. Da keineswegs simtliche nicht- 
analytischen Ebenen aus der reellen Ebene durch analytische Drehungen 
erzeugt werden kénnen, so ist das Spiegelungsprinzip auch nicht fiir alle 
nichtanalytischen Ebenen bewiesen. Wohl aber gilt es insbesondere fiir 
die absoluten Ebenen, da dieselben durch analytische Drehungen aus der 
reellen Ebene hervorgehen. 


Ill. Teil. 
Die Abbildungsprobleme. 


Es sollen in diesem Teil nun diejenigen umkehrbar eindeutigen Ab- 
bildungen zweier konvexer Kreisbereiche aufeinander untersucht werden, 
welche den Nullpunkt festlassen. Da die beiden Kreisbereiche auch iden- 
tisch sein kénnen, so handelt es sich gleichzeitig um die Betrachtung der 
umkehrbar eindeutigen Abbildungen eines konvexen Kreisbereiches mit 
festem Mittelpunxt in sich. 


§ 1. 
Ein Hilfssatz. 


P, q, 7, & seien beliebig gegebene GréBen und m eine gesuchte kom- 
plexe Zahl. Wir fragen nach der Zahl der Lésungen von: 


(1) p-m-m+-qm+r-em+se~0. 
Wir vereinigen die Gleichung (1) mit ihrer konjugierten: 
p:m-m+F-m+qm+se=—0 
und eliminieren m aus beiden. Das fiihrt zu: 

(p-¥ — p-q)-m* + (|r|°—|q|° + p-8 — p-s)-m+(r-8—q-s) =0. 
Dies ist eine quadratische Gleichung fiir m, die héchstens zwei verschiedene 
Wurzeln besitzt, falls nicht alle Koeffizienten verschwinden. Also kann 
in diesem Fall auch die Gleichung (1) héchstens zwei Lésungen haben. 

Verschwindet aber die linke Seite der quadratischen Gleichung identisch : 
p:¥— p-q=0, 
ir!’ —|q|"+ p-3—p-2 =0, 
r-3—q-s=0, 
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thes lal =l*|, 
arc s oder: 
(2) tel arcs-+-2 


2 arc p= arc g + arcr. 

Diese Bedingungen sind dann und nur dann erfiillt, wenn wir setzen: 

p=r,-e'F, q=1,- eft), 

s= + r,-e*?, r= r,-6* vy), 
und Gleichung (1) erhalt hiermit die Form: 

r,-e lm? + r,-e8"tv).m + r,:e8\?-¥).m + r,-e*? = (), 
oder: 
(3) r,:|m|"+0-m+o-m+r,=0, 
worin r, und ¢, positiv reell und 
o= r,-e'¥ 


ist. Wir kénnen also der gegebenen Gleichung (1) in diesem Fall stets 
die Form der Gleichung (3) geben, die mit ihrer konjugierten Gleichung 
identisch ist. Liegt umgekehrt eine Gleichung (1) vor, welche auf eine 
Form gebracht werden kann, die mit der konjugierten iibereinstimmt, so 
ist diese Form die in (3) vorliegende und die linke Seite der zugehérigen 
quadratischen Gleichung verschwindet somit identisch. 
Gleichung (3) 148+ sich aber leicht auflésen. Ist zunichst r, +0, 

so schreiben wir: 

|r,-m+6|*—4=0, 
wobei: 

4= lo|*Fry-r, 

gesetzt ist. Dann folgt: 

m — 2 -{|VA|-e%4— 9}, 
wenn 4>0 ist. A ist dabei ein verinderlicher Parameter. In diesem 
Falle besitzt die Gleichung also eine einparametrige Schar von Lésungen, 


welche einen Kreis mit dem Mittelpunkt — & und dem Radius Ly4l er- 
fiillen. Ist 4=0, so ist die Lésung eindeutig bestimmt. Ist 4 < 0, sv 
existiert tiberhaupt keine Lésung. 
Ist ferner r, = 0, aber 0 +0, so folgt aus: 
o-m+6-mtr,=0 
sofort : 
R(o-m) = F 37,.- 
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Auch in diesem Falle besitzt die Gleichung daher eine einparametrige 
Schar von Lésungen, die hier eine Gerade erfiillen. 
Wir erhalten damit den folgenden 
Hillfssatz. Bei der Auflésung der komplexen Gleichung (1) kénnen 
zwei Fadlle eintreten. 
I. Die Bedingungen (2) sind nicht erfillt. Dann besitzt sie héch- 
stens zwei Lésungen. 
II. Die Bedingungen (2) sind erfillt. Dann besiizt sie 
1. eine einparametrige Schar von Lésungen, die einen Kreis oder 
eine Gerade erfiillen, wenn 4>0 und je nachdem r, + 0 
oder r, = 0 ist; 
2. eine eindeutig bestimmte Loésung, wenn A=0 und r,+0 ist; 
8. keine Lésung, wenn 4 <0 oder d=0 und r,=0, also auch 
o=0, aber r,+ 0 ist. 


§ 2. 
Vorbereitende Betrachtungen iiber die Abbildungen eines Kreisbereiches 
in sich. 

Wir beweisen jetzt einige Satze iiber diejenigen umkehrbar eindeutigen 
Abbildungen eines konvexen Kreisbereiches in sich, die den Mittelpunkt 
festlassen; diese Saétze werden wir spiter anwenden. 

Zunachst muB8 bei einer solchon Abbildung jede der friiher erwahnten 
Schalen in sich iibergehen, denn wiirde ein Punkt ins Innere riicken, so 
miiBte sein Bildpunkt bei der umgekehrten Abbildung ins AuBere seiner 
Schale treten, was nach Satz 1 des II. Teils, S. 232, unméglich ist. Da- 
her bleiben saimtliche Punkte auf ihren Schalen. 

Da nun die totale Leitkurve eines konvexen Kreisbereichs mindestens 
ein nicht geradliniges Kurvenstiick oder eine Ecke, also mindestens einen 
ordentlichen Punkt enthalt, so gibt es bei einer den Nullpunkt festlassen- 
den Abbildung eines solchen Kreisbereiches in sich mindestens einen Punkt, 
der auf seiner Schale bleibt und in einen ordentlichen Punkt Q iibergeht, 
und, falls die Leitkurve nicht gerade eine einen Punkt der |z,|-Achse mit 
einem Punkt der |z,|-Achse verbindende geradlinige Strecke ist, auch un- 
endlich yiele solcher Punkte, von denen keine zwei mit dem Nullpunkt 
in einer analytischen Ebene liegen. Denn wird der Bildpunkt Q den 
Drehungen w, = e*¥:-z,, w, = e*¥s-z, unterworfen, so befinden sich unter 
den neu entstandenen (ebenfalls ordentlichen) Punkten unendlich viele, 
von welchen keine zwei mit dem Nullpunkt in einer analytischen Ebene 
liegen, und diese sind die Bilder solcher Punkte, die offenbar (wegen Satz 2) 
die gleiche Eigenschaft besitzen miissen. Dann kénnen wir aber auf solche 
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Abbildungen den Satz 3 des II. Teils, S. 237, anwenden und finden, da& 
sie nur durch lineare Funktionen vermittelt werden kénnen. 

Wir wollen fiir diesen Satz noch einen zweiten Beweis geben, der 
gleichzeitig den eben ausgenommenen Fall mit umfaBt. Da bei jeder der 
in Rede stehenden Abbildungen jede Schale in sich iibergehen muB, so 
miissen mit den abbildenden Funktionen: 


(4) Wy = Gyo%, + Gq %y + Ayo2Zt + O11 2,%y + Gog2y +---; 
Wy = dg 2, + Dg, 2p + Ogg Zt + By, 2 2y + Oog2g + --- 
auch sémtliche Funktionen: 


(5) W, = Gyy2, + Ags Zy + A-(Bgo2? + 2,12, 2y + Byg2y) +--+, 

Wy = by9 2, + Dg, Bq + A (Oyo 2 + O13 2, %q + O9q23) + --- 
fiir 0 <|A| <1 eine den Nullpunkt festlassende Abbildung des betr. Kreis- 
bereichs in sich vermitteln. Wir beweisen nun, daB die Koeffizienten 
simtlicher Potenzen von 4 in beiden Funktionen (5) mindestens fiir eine 
abzaéhlbar unendliche Menge von Punkten z,, z,, von welchen keine zwei 
mit dem Nullpunkt in einer analytischen Ebene liegen, verschwinden 
miissen. Wenn dies gezeigt ist, folgt sofort, daB alle Koeffizienten 
gg = Gy, = Ang =... = by, = 5,, = B,, = --. = 0 und die Funktionen (4) 
daher linear sind. 

Um den erwahnten Nachweis zu fiihren, greifen wir aus den Ab- 
bildungen (5) eine beliebige zum Parameter 4, gehérige heraus. Diese 
bildet jeden Punkt P(z,,z,) auf einen Punkt Q, ab, zu welchem wir uns 
diejenige oder eine derjenigen analytischen Ebenen Z, konstruiert denken, 
deren orthogonaler Stiitzzylinderraum die zu P und Q, gehérige Schale in 
solchen Punkten beriihrt, unter denen sich Q, befindet. Insbesondere 
interessieren uns diejenigen Punkte P, fiir welche die zugehérige Ebene 2, 
nicht mit einer Koordinatenebene zusammenfillt. 

Wir behaupten zunichst, daB es mindestens eine abzaihlbar unend- 
liche Menge solcher Punkte geben mu8, von welchen keine zwei mit dem 
Nullpunkt in einer analytischen Ebene liegen. Dies ist klar. Denn ent- 
weder ist der Leitbereich des Kreisbereiches kein Rechteck; dann enthalt 
die Leitlinie ein ganzes Kurvenstiick, dessen simtliche Punkte solche 
Punkte Q, sind, deren Ebenen Z, keine Koordinatenebenen sind. Oder 
der Leitbereich ist ein Rechteck; dann gibt es auf der Leitlinie zwar nur 
einen solchen Punkt Q,, namlich die Ecke des Rechtecks, aber die aus 
diesem durch die Drehungen w, = e*”-z,, w, = e*:-z, hervorgehenden 
Punkte haben samtlich die gleiche Eigenschaft. Und alle diese Punkte 
miissen bei der Abbildung aus Punkten P hervorgegangen sein, die keiner 
endlichen Zahl von durch den Nullpunkt gehenden analytischen Ebenen 


angehért haben kénnen, da sie ein zweidimensionales Kontinuum. bilden 
Mathematische Annalen. 83 16 
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Wir behaupten ferner, daB die Koeffizienten von a‘ (¢=1,2,38,...) 
in (5) fiir alle diese Punkte P verschwinden miissen. Denn nehmen wir 
an, daB gewisse dieser Koeffizienten fiir einen bestimmten Punkt P von 
Null verschieden seien. Wir drehen dann das Koordinatensystem so, dai 
die neue Z,-Koordinatenebene mit der zu P gehérigen Ebene 2, zu- 
sammenfallt. Sind die neuen Koordinaten wieder Z,,Z, bzw. W,, W,, 
so nehmen die Funktionen (5) durch die Drehungen: 


1° UY, + 6, w,, 


z,=4a,-Z,+a,-Z,, W,= 
W, =a, -w, +b, w, 


a 
2, = 6b, -Z,+5,-Z,, a 
die Form: 


W,=—A,+4-A,+4°-A,+..., 
W, = Bo+4-B,+4°- B+... 


an, in welcher je zwei Koeffizienten A,;, B; (t= 0,1, 2,...) homogene 
lineare Funktionen der Koeffizienten von 4° in den Entwicklungen (5) 
sind. Da aber die Determinante a, b, — b, a, eines solchen linearen Funktions- 
paares nicht verschwindet, so sind beide Koeffizienten von i‘ ($= 1, 2,...) 
in (5) dann und nur dann gleich Null, wenn A; und B; verschwinden, 
d. h. infolge der eingangs gemachten Annahme sind W, und W, in bezug 
auf 4 nicht beide konstant. Dies ist aber unméglich. Denn wire zu- 
nachst W, von A abhingig, so wiirden in der Umgebung von 4, Werte 
von A existieren, fiir welche | W,| >| Ww? ware, und dies kann nicht sein, 
da der Punkt P von zu solchen Werten A gehérigen Abbildungsfunktionen 
(5) offenbar aus seiner Schale geriickt wiirde. Also mu8 W, = A, sein. 
Nun beriihrt aber die in dem betr. Punkte W, auf der W, -Koordinaten- 
ebene errichtete orthogonale analytische Ebene die fragliche Schale héchstens 
in einer Strecke. Denn sie kann mit der Schale nicht mehr Punkte ge- 
meinsam haben, als der orthogonale Stiitzraum, dem sie angehért. Von 
diesem wissen wir aber (siehe S. 233), daB er die Schale nur in den 
Punkten einer Leitlinie, d. h. héchstens in einer Strecke, trifft**). Deshalb 
mu8 nun auch W, von 4 unabhangig sein, da andernfs.'1 eine volle Um- 
gebung von 4, auf eine volle Umgebung von W,  abgebildet wiirde, und 
daher Funktionen (5) existieren miiBten, welche den Punkt P auBerhalb 
jener Beriihrungsstrecke, also auch auBerhalb der Schale abbilden wiirden. 
Nach den anfanglichen Bemerkungen ist der Beweis damit vollstandig 
gefiibrt. 


2) Hier wird die Voraussetzung benutzt, daB die Ebene E, nicht mit einer der 
urspriinglichen Koordinatenebenen identisch ist. Denn sonst wird die fragliche Leit- 
linie unbestimmt, da die zugehérige absolute Ebene unbestimmt wird, und aus der 
Strecke wird daher in diesem Fall ein Kreis. 
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Wir haben also den 


Satz 1. Jede umkehrbar eindeutige Abbildung eines konvexen 
Kreisbereiches auf sich, welche den Mittelpunkt festlafBt, wird durch ganze 
lineare Funktionen vermittelt : 


W, = G, +2, + @,°%,, 
w, = b,-2, + 5, -2,. 


(6) 


Nach diesem Satz lassen sich wohl fiir die einzelnen konvexen Kreis- 
bereiche genau diejenigen den Nullpunkt festlassenden umkehrbar ein- 
deutigen Abbildungen ausfindig machen, die den Kreisbereich in sich iiber- 
fiihren, da die Eigenschaften der durch lineare Funktionen vermittelten 
Abbildungen leicht aufgestellt werden kénnen. Diese Untersuchung soll jedoch 
hier nicht durchgefiihrt werden, da wir die sich dabei ergebenden Resul- 
tate spiter auf anderem Wege sowieso erhalten werden. Wir greifen jetzt 
lediglich eine bestimmte Gruppe der Abbildungen (6) heraus und unter- 
suchen nur diese; das Ergebnis wird im folgenden gebraucht werden. 

Es handele sich um diejenigen Drehungen, welche die reelle Ebene 
festlassen, oder, wie wir kurz sagen wollen, um die reellen Drehwngen: 

w, = COBa- 2, — SING -2,, 


(7) 
Uber diese gilt der 


Satz 2. Hine reelle Drehung fiihrt einen Kreisbereich nur in fol- 
genden Fallen in sich iiber: 


I. Bet einem beliebigen Kreisbereich fiir «a—0 und «=x. 


w, = sina -z, + cosa: %,. 


Il. Bet einem symmetrischen Kreisbereich auferdem fiir « =F 


und a= 53. 


III. Bet der Kugel auferdem fiir beliebiges «. 
Da8 in den genannten Fallen der betr. Kreisbereich in der Tat in 


sich iibergeht, ist teils evident, teils folgt es aus den Saétzen 21 und 23 
des I. Teils, S. 230, 231. Da8 ein nicht symmetrischer Kreisbereich fiir 


a= 5 und «¢ = = nicht in sich transformiert werden kann, ist ebenfalls 


klar. Wir nehmen nun an, daB a+0, + 4 > #2, + * ist. Wir be- 


trachten dann einen Punkt 2, =r,,2, 1, der reellen Ebene, der auf der 

Oberflache des Kreisbereiches und auf keiner reellen Achse liegt, so daB 

also r, + 0 und r, + 0 ist. Dann liegen auch simtliche Punkte 2{ = r, - e*”, 

z, =r,- e's auf der Oberflache des Bereichs. Alle diese Punkte bilden 
16* 
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wir durch (7) ab. Die Bildpunkte miissen alle wieder auf der Oberflaiche 
liegen. Wenn wir jeden Bildpunkt w{,w, durch eine Substitution 
@, = e'-w,, wo, = e*s-w, in die reelle Ebene drehen, so mu8 er dort 
auf die Leitkurve fallen. Nun haben alle Punkte z/, 2; denselben Abstand 
vom Nullpunkt und behalten ihn bei den in Frage kommenden Drehungen 
auch bei. Also mu8 die Leitkurve an allen den Stellen vom Nullpunkt 
gleich weit entfernt sein, an denen gedrehte Bildpunkte w{, w; zu liegen 
kommen. Wir werden nun zeigen, da8 solche Punkte in beliebiger Nahe 
des Ausgangspunktes r,, 7, liegen miissen. Da dieser selbst beliebig war, 
miissen alle Punkte der Leitkurve vom Nullpunkt gleich weit entfernt, 
d. h. dieser mu8 ein Kreis sein. 


Nun bildet der Radiusvektor des Punktes r,, 17, mit der reellen Achse 
der z, einen Winkel f, der sich aus der Gleichung tg § = *s ergibt. Der 
Radiusvektor des gedrehten Bildpunktes w{, w; des Punktes z;, 2, aber bildet 


mit derselben Achse einen Winkel y, der aus der Beziehung tg y = | = ae 
folgt. Nun findet man mit Hilfe von (7) die Relation: | 





tet y = Sas lH * + cos? a - zi |" + sin a - cos @ - (2{- 24+ 2{- 2) 





cos*a-|2/|*+sin*a-|2/|"—sin a- cos -(2/-#/+2/-2{)’ 
{| 

oder wegen tg f= 7: 
1 


tg*y = tg* a+ tg*f+2-tga- tgp - cos (y, —¢,) 


«Ll +tgta- tg? B—2- tga tgp - cos (~, — 9)" 
Lassen wir nun hierin gy, — 7, stetig von 0 bis 2 variieren, so variiert y 
offenbar stetig zwischen zwei Werten y, und y,, die sich aus den 
Gleichungen: 


7,=8+a, %g=B-—a@ 


ergeben, allerdings nur dann, wenn tg« +0 und tg a +o ist; dies war 
aber vorausgesetzt. Nach unseren anfanglichen Ausfiihrungen ist Satz 2 
damit bewiesen. 

Wir behandeln nunmehr auf Grund unserer seitherigen Uberlegungen 
folgende Frage: Es sei eine unendliche Folge von Punkten z,,z, eines 
Kreisbereiches gegeben, von denen keine zwei in einer durch den Null- 
punkt gehenden analytischen Ebene liegen. Wir fragen nach denjenigen 
linearen Abbildungen (6), die den Kreisbereich in sich iiberfiihren und 
dabei zugleich jene unendlich vielen Punkte einzeln in ihre zur reellen 
Ebene spiegelbildlichen konjugierten Punkte transformieren. Das Ergebnis 
dieser Untersuchung wird im folgenden Paragraphen angewendet werden. 
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Wir schicken zuniachst voraus, da8 fiir die Funktionen (6) |a,-b, — 
=1 sein mu8. Denn es ist: 


a,-b,| 


| dw, dw, 
| dz, dz, 
dw, dw, 
\dz, dz, 





-dz,-dz,= a b, -dz,-dz,, 








und deshalb ergibt sich fiir die Transformation der (vierdimensionalen) 
Volumenelemente: 


Pade | -dz, -dz, -dz,-dz, 
1b, b, | 1 3° 


Da nun in unserem Falle das Volumen des Kreisbereichs bei der Abbildung 
erhalten bleiben mu8, so folgt in der Tat: 


dw,:dw, -dw,-dw, = 





\ a, \- 
|b, bs)’ 
Soll nun (6) den Punkt z,,z, in den Punkt Z,, Z, iiberfiihren, so 


Zz. 
muB m= — : 
z, 


in m= = iibergehen, d.h. jede durch einen der gegebenen 
Punkte und den Nullpunkt gehende analytische Ebene muB in die konju- 
gierte Ebene transformiert werden. Da keine zwei der gegebenen Punkte 
in einer solchen Ebene liegen sollten, so mu8 es unendlich viele Werte 
m geben, die durch (6) in die konjugierten Werte m iibergefiihrt werden, 
d. h. es mu fiir unendlich viele m: 

b,+m-b, 
a,+m-a, 


oder: 
a, -|m|"—b,-m +a,-m—b, =0 


sein. Dies ist aber eine Gleichung von der in § 1 betrachteten Form. 
Nach dem Hilfssatz, 8. 240, besitzt sie nur dann unendlich viele Lésungen, 
wenn man: 

a, =f, -e*?, b, = — 1, - ef(Pty), 


b, ma Fr, -e*?, a, =r, -efle-v) 
setzen kann. Die dort mit 4 bezeichnete GréBe wird hier: 
4=rF1,-7,= F\a,-b, — a,° =7F1, 


und da im Falle 4 <0 iiberhaupt keine Lésuug vorhanden ist, so folgt 
fiir das obere Zeichen r} > r,-1r, und stets: 


|a, +b, —a,-b6,|=72 Fr, +7, = 1. 
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Die einzig méglichen Fille linearer Abbildungen, die unserer Be- 
dingung geniigen, sind also die folgenden: 
3) w, =7,:e%"-v).g. aa . - et? "Zs, 
) 
( w, = Fr, ef -2, —1r,- e8"tv.z,. 
Nunmehr ziehen wir in Betracht, daB die vorgelegten Funktionen den 
Kreisbereich in sich iiberfiihren sollen. Falls r, +0 und r, + 0 ist, be- 
trachten wir noch denjenigen Kreisbereich derselben Klasse, welcher nach 
Satz 19 des I. Teils, 8. 229, durch die Substitution: 


aus dem vorliegenden hervorgeht. Auf diesen Kreisbereich wenden wir 
die Abildung: 


(9.) z,=(|Vr,\-e * -¢. 
; 7 as 
z,= Vr, -e 2 Cs 


an, die ihn in den gegebenen iiberfiihrt, diesen transformieren wir durch 
(8) im sich und dann durch die Abbildung: 


rs aot 
(9, ) w,=|Vr,|-e * -@,, 
2 ety 
w,=|Vr,|\-e * a, 


wieder riickwarts auf den neuen Bereich. Dann liefert offenbar: 


os - 
@,= Ta'Sy TTSe 


= - e: 
Wy = 1-6, — Te°Sg 


1 


(10) (| Vr,-%|=1) 
eine Abbildung jenes neuen Bereiches in sich, durch welche infdlge der 


Beziehungen: . 
w, 2, ww 2 

o £, m £, 

diejenige Punktmenge ¢,, ¢, in die konjugierte iibergefiihrt wird, die 
vermége der Substitutionen (9,) aus der durch (8) in die konjugierte 
transformierten Punktmenge z,, z, hervorgeht. Nunmehr unterscheiden 
wir zwei Fille, je nachdem in (10) das obere oder das untere Vor- 
zeichen gilt. 


Gilt das obere Zeichen, so miissen auch die Funktionen: 


@,=7,:6, +97 -t., 


My=T-CtteCy 
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den Kreisbereich in sich transformieren. Dies ist aber uamédglich, da sie 
eine ungleichmaBige Dehnung darstellen, bei welcher das Quadrat des 
Dehnungsverhiltnisses fiir alle Geraden [f,|=4-|¢,| (QS 4g 00) der 
reellen Ebene: 
(tp +4-r)*+(r+4-,)" 
142° 


— a, 4% 7:4 
ft+r + oe ’ 
also wegen r?—r*=1 und r +0 grdBer als Eins ist. 
Gilt das untere Zeichen, so bilden auch die Funktionen: 





@,=1%,-0,—7- Cy, 
W,=7-C,+1,°0, 
den Kreisbereich auf sich ab. Diese Funktionen stellen aber wegen 
r3-+-r*=1 eine reelle Drehung dar, und wir kénnen daher jetzt Satz 2, 
8. 243, anwenden. Infolge r+ 0 kommen hier nur die Fille in Betracht, 
da8 unser Kreisbereich ein symmetrischer oder eine Kugel ist. 
Im ersten Fall lauten die Transformationen (19): 
w,=,, o,=—,, 
o,=,; o,=—,, 
und die zugehérigen Transformationen (8): 
w, =f, -e'?-2,, w,= — 7, ef?" -2,, 
w, = f,-e'?-z,, w, = — 7, :e'? -2,, 
wobei r,-r,= 1 ist. Um die Punktmenge zu finden, welche durch diese 
Abbildungen Punkt fiir Punkt in die konjugierte iibergefiihrt wird, setzen 


wir z,=90,-e'™, z,=o,-e'v:, und erhalten, wie man sofort sieht 
(p'+2=9): 


0, =1;"Qs> 
Qg = 73°Q,> 


Diese Punktmenge erfiillt eine nichtanalytische Ebene von der Gleichung: 


¥,+Y%=-?- 


| vrs | eee: 


—— s 1 | 
iV Ti+ 7%s| ivn +s! 





e780. == 
e~*?.7,= 0. 


Ist der Kreisbereich selbst symmetrisch, so mu8 r,—r,—1 sein; in 
diesem Falle erfiillt die Punktmenge die Diagonalebene (s. 8. 226): 
1 1 ; 
—-g — —-e-*?.J =), 
ya 2, Va e z,=0 
Im zweiten Fall beschranken wir uns im wesentlichen auf die Kugel 
selbst. Die Transformationen (8) lauten dann: 
v,= r,-e8"—v).g, + r-ef?.z,, 
wv, = r-e*?-z, — r,ef"ry).z,, 
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wobei r3-+-r*=1 ist. Sie stellen eine doppelte Drehung um zwei zu- 
einander orthogonale Ebenen 2, = A, -z, und z, = 4,-z, dar, deren Neigungen 
A, und 4, sich als Wurzeln der Gleichung mit reellen Koeffizienten: 
rar r,:-(e-*¥ + efv)-4—r=0 
ergeben. Da die Determinante: 
r3-(e-v + efv)*+ 4r? 

positiv ist, so haben wir stets zwei reelle Lésungen. Die beiden Drehungs- 
ebenen gehen also aus den Koordinatenebenen durch eine reelle Drehung 
hervor. Hier erfiillt daher die Punktmenge, welche durch die Abbildung 
Punkt fiir Punkt in die konjugierte iibergeht, offenbar gerade eine nicht- 
analytische Ebene, die durch jene reelle Drehung aus einer absoluten 
Ebene hervorgeht. Alle diese Ebenen bilden eine dreiparametrige Ebenen- 
schar. 

Bei einem beliebigen Kreisbereich der Kugelklasse, der aus einer 
Kugel durch die Substitution: 

| | 
s,=/V+!-2:, aa = 

iu (| fra| .\y/*s| ) 
m) r, | Ve | Ve |= 
r| 


2, =| Zq 


hervorgeht, und fiir welchen die Transformationen (8) selbst giiltig sind: 
w= r,:e8-v) gi a rer “23, 
w; = r,-e*?-2/ = r, eft). zg. , 
gehért die Ebene, die durch die Abbildung Punkt fiir Punkt in die 
konjugierte iibergefiihrt wird, zu einer Ebenenschar, die aus der oben 
erwahnten dreiparametrigen Ebenenmenge durch die Substitution (11) er- 
zeugt wird. 

Wir betrachten nun noch den Fall, daB in (8) r,=0 oder r,=0 
und daher r,—1 ist. Nun miissen r, und r, gleichzeitig verschwinden, 
denn ist etwa r,=—0 und r,+0, so gelangt vermége (8) jede Ebene 
z, = konst. in eine Ebene w, = konst., wobei sie in sich eine Drehung um 
einen vom Nullpunkt verschiedenen Punkt oder eine Parallelverschiebung 
erleidet. Dies ist bei Abbildung eines Kreisbereiches auf sich aber un- 
méglich. Die allgemeinste in diesem Fall in Betracht kommende Trans- 
formation ist daher die folgende (p -y=9,, p+ y+2=@,): 

w, = effr-z,, 

w, = e*%s-2,, 
bei welcher diejenigen Punkte, die in ihre -konjugierten iibergehen, die zu 
den Parametern (- %, - 2) gehérige absolute Ebene erfiillen. 
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Die Ergebnisse dieser Untersuchung fassen wir zusammen in dem 
Satz 3. Diejenigen linearen Abbildungen, welche einen Kreisbereich 
mit festem Mittelpunkt so in sich iiberfiihren, daB unendlich viele Punkte, 
von denen keine zwei in einer durch den Nullpunkt gehenden analytischen 
Ebene liegen, einzeln in die konjugierten Punkte tibergehen, sind die 
folgenden: 
I. Bet einem beliebigen Kreisbereich : 
w, = e*Fs-z,, 
w, = e*%s-z,. 
Die Punkte erfiillen die absolute Ebene (—%, —%). 
II. Bet einem zu einer symmetrischen Klasse gehorigen Kreisbereich 


auBerdem: 
w, = 7, -e*?-Z,, 


W, = 7,°€ %°2,. 
Die Punkte erfiillen eine nichtanalytische Ebene, die beim Normal- 
bereich der Klasse mit der Diagonalebene (— y) identisch ist. 


Ill. Bet einem Kreisbereich der Kugelklasse auferdem : 
wv, = r,:e8—v).2, a r, ef? 2, 
”,= r,-e*? ‘Z—- r, ef ty).z,, 


Die Punkte erfiillen im Falle der Kugel selbst eine nichtanalytische 
Ebene, die aus einer absoluten Ebene durch eine reelle Drehung her- 
vorgeht. 

§ 3. 
Das Spiegelungsprinzip zweiter Art. 


Wir beschaftigen uns jetzt mit der Ubertragung eines iiber das ge- 
wohnliche Spiegelungspriazip hinausgehenden bekanaten Theorems der 
konformen Abbildungen, das in der Ebene folgendermaBen iautet: Es sei 
ein zu einer Geraden symmetrischer Bereich und ein Kreis gegeben. Wird 
der Bereich umkehrbar eindeutig so auf den Kreis abgebildet, daB der 
Mittelpunkt des Kreises aus einem Punkt der Symmetrieachse hervorgeht, 
so wird die Symmetrieachse selbst auf einen Kreisdurchmesser abgebildet, 
und daher gehen (nach dem Spiegelungsprinzip erster Art) zur Symmetrie- 
achse spiegelbildliche Punkte in zu jenem Durchmesser spiegelbildliche 
Punkte iiber. 

Um diesen Satz zu iibertragen, betrachten wir einen konvexen Kreis- 
bereich und einen weiteren vierdimensionalen Bereich, der zur reellen 
Ebene spiegelbildlich sein und den Nullpunkt im Inneren enthalten mége. 
Wir bilden beide Bereiche umkehrbar eindeutig so aufeinander ab, daS 
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der Nullpunkt festbleibt. Da man jeden Kreisbereich auf den Normal- 

bereich derselben Klasse abbilden kann, setzen wir den Kreisbereich 

gleich noch als Normalbereich, d. h. bei einer symmetrischen Klasse als 

symmetrischen Bereich und bei der Kugelklasse als Kugel voraus. 

Seien nun: 

(12, ) = fi (24> 2)> 
: w, = fy (2, %) 

die Funktionen, welche die gewiinschte Abbildung leisten. Dann miissen, 

da beide Bereiche zur reellen Ebene symmetrisch sind (s. Satz 17 des 

I. Teils, 8. 228), auch die Funktionen: 

(12 ) =f, (2,, 25), 

w, = fy (2, 29) 

eine Abbildung mit den gleichen Eigenschaften vermitteln; denn diese 

Abbildung 1aBt sich zerlegen in die folgenden: 

i= 41, w, = f, (C1, Sa), w,=o,, 

a= 2s, W,= fy (C15 o9), W, = Wy. 

Die Abbildungen (12,) und (12,) zusammen involvieren aber eine umkehr- 

bar eindeutige Abbildung des konvexen Kreisbereiches in sich von folgen- 

dem Charakter: Der Nullpunkt bleibt fest; die nichtanalytische Flache, 

in welche die reelle Ebene durch (12,) iibergeht, wird an der reellen 

Ebene punktweise gespiegelt. Nun kann diese Fliche mit keiner analy- 

tischen Flache ein Flachenstiick gemeinsam haben, denn jeder solchen 

anal: chen Flache entspricht im urspriinglichen Bereich wieder eine 

analytische Fliche, welche ihrerseits kein Stiick mit der reellen Ebene 

gemeinsam haben kann, da iiberhaupt kein Stiick einer analytischen Flache 

eben sein kann, ohne daf die Fliache eine analytische Ebene ist. Nach 

dem eben Gesagten muB aber unsere nichtanalytische Flaiche unendlich 

viele Punkte enthalten, von denen keine zwei mit dem Nullpunkt in einer 

analytischen Ebene liegen. 

Nun kénnen wir die Satze 1 und 3 des vorigen Paragraphen, 8. 243 
und 8. 249, nacheinander anwenden. Dann kann aber die als Bild der 
re‘len Ebene auftretende Fliche nur mit gewissen nichtanalytischen 
Ebenen identisch sein. Da diese Ebenen ferner offenbar saimtlich durch 
analytische Drehungen in die reelle Ebene iiberfiihrt werden kénnen 
(in bezug auf die Diagonalebenen siehe Satz 14 des I. Teils, 8. 226), so 
kénnen wir noch nach Satz 5 des II. Teils, 8. 237, folgern, daB zur reellen 
Ebene spiegelbildliche Punkte des symmetrischen Bereichs in zu der betreffen- 
den nichtanalytischen Ebene spiegelbildliche Punkte des Normalbereichs 
iibergehen miissen. (Vgl. dazu auch noch ‘Satz 22 des I. Teils, 8. 230.) 
Wir erhalten somit den 


+ 
>S 
- 
s 
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Satz 4. Wird ein zur reellen Ebene symmetrischer und den Null- 
punkt im Inneren enthaltender Bereich derart umkehrbar cindeutig auf 
einen konvexen Normalbereich abgebildet, daB der Nullpunkt festbleibt, 
so kann die reelle Ebene nur tibergehen: 

I. bet einem beliebigen Kreisbereich in eine absolute Ebene, 

II. bet einem symmetrischen Kreisbereich auBerdem in eine Diago- 
nalebene, 

Ill. bet der Kugel auBerdem in eine nichtanalytische Ebene, die 
aus einer absoluten Ebene durch eine reelle Drehung hervorgeht. 

Wir fiigen sofort noch eine selbstversténdliche Erweiterung an in 
folgendem 

Satz 5. Ist der in Satz 4 vorkommende Bereich zwar nicht sym- 
metrisch zur reellen Ebene, aber zu einer nichtanalytischen Ebene, die 
aus der reellen Ebene durch eine analytische Drehung hervorgeht, und 
bleibt der Nullpunkt nach wie vor fest, so muf auch jene Ebene bei 
der Abbildung in eine der in Satz 4 aufgestellten Ebenen tibergehen. 


§ 4. 


Uber die Abbildungen zweier Kreisbereiche aufeinander. 


Wir betrachten nunmehr diejenigen umkehrbar eindeutigen Ab- 
bildungen zweier konvexer Kreisbereiche aufeinander, welche den Mittel- 
punkt festlassen. Wir wollen beweisen, daB solche Abbildungen nicht 
existieren, falls die Bereiche verschiedenen Klassen angehéren. Da die 
Bereiche einer und derselben Klasse durch lineare Transformationen auf- 
einander abgebildet werden kénnen, so geniigt es, beim Beweise lediglich 
Normalbereiche ins Auge zu fassen. 

Wir nehmen also an, da8 zwei verschiedene konvexe Normalbereiche 
durch die Funktionen: 

(13) W, = B19 2, + Aq, 2, + ---s 

w, = b,,%, + 55, %+.--. 

umkehrbar eindeutig aufeinander abgebildet werden. Nun ist jeder Nor- 
malbereich nach Satz 17 des I. Teils, 8. 228, spiegelbildlich zu jeder ab- 
soluten Ebene. Wir kénnen daher jetzt die Satze 4 und 5 (siehe oben) 
anwenden, indem wir den einen Normalbereich mit dem dort vorkommen- 
den symmetrischen Bereich identifizieren. Dann folgt aus jenen Satzen, 
da8 die simtlichen absoluten Ebenen des einen Normalbereichs in solche 
Ebenen des anderen Normalbereichs iibergehen miissen, die zu den in 
Satz 4 aufgestellten Ebenenscharen gehéren. 

Nun ist zunichst zu bemerken, daB selbst dann, wenn der zweite 
Normalbereich symmetrisch ist, keine Diagonalebene in Frage kommt. 
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Denn ginge eine absolute Ebene (¢?, yf) in eine solche Diagonalebene iiber, 
so miiBten diejenigen unendlich vielen absoluten Ebenen (¢?, 0 < ¢, < 2, 
oder 0 < 9, < 2, yf), welche die erste in derselben Geraden schneiden, 
in solche absoluten oder Diagonalebenen transformiert werden, die mit 
jener Diagonalebene samtlich dieselbe Gerade gemeinsam haben. Dies ist 
aber unméglich, da nach den Bemerkungen von § 4 des I. Teils, 8S. 226, 
sich zwei Diagonalebenen iiberhaupt nicht treffen und eine absolute Ebene 
eine Diagonalebene nur jn einer solchen Geraden schneidet, durch die keine 
weitere absolute Ebene geht. 

Die Kugel, bei welcher die Verhiltnisse allerdings komplizierter 
liegen kénnen, da hier noch andere mégliche Ebenen auftreten, kann 
auBer Betracht bleiben, da wir sie, falls einer der beiden Normalbereiche 
mit ihr identisch ist, als ersten Bereich ansehen kénnen, der auf den 
anderen, welcher dann keine Kugel ist, abgebildet wird. 

Wir erhalten so das Ergebnis, da8 bei unserer Abbildung jedenfalls 
alle absoluten Ebenen des einen Normalbereichs in absolute Ebenen des 
andern Normalbereichs iibergehen miissen. Dann muB8 es aber auch eine 
Abbildung geben, bei welcher die reelle Ebene fest bleibt. Es sei dies 
die Abbildung (13), so daB dort alle Koeffizienten reell sind. Da nun 
jede andere absolute Ebene (y,, y,) wieder in eine absolute Ebene (y,, y, ) 
iibergehen mu8, so miissen auch alle Funktionen, die aus (13) durch die 
Substitutionen: 





z, = ef .¢, w, = efv1-@,, 
2, = efvs.f., w, = ef¥:-m, 


hervorgehen, also die Funktionen: 





o, = G,,:e* vv. + a ef(%s—va +. 


o, = b,, -etrr-ve).f, + bo, - et (Pav) ‘C > ee 
reelle Koeffizienten besitzen. Dies ist aber im allgemeinen unméglich. 


Denn ist zunachst a,,+ 0 und 5,,+0, so mu8 fiir alle absoluten 
Ebenen (¢,, Ps): 


(14) 


Yi=%, oder y,=—¢9,+2, 
Ye=%, Oder y= 9, +2 
sein. Dann miissen aber simtliche anderen Koeffizienten der Potenzreihen 
(14) verschwinden. Denn ware etwe a,,+ 0 (k,l nicht gleichzeitig bzw. 
= 1,0), so miiBte a,,-e** 7: +47s-v» reell, d. h.: 
k-o, + b-o,— wy, =(k—1)-9, + 1-9, =0 oder =a 


sein, was unmdglich ist, da g, und g, unabhingig beliebig veranderlich 
sind; und Ahnliches gilt, falls b,,— 0 ist. Dann reduzieren sich die Funk- 
tionen (13) aber auf die folgenden: 
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W, = G,9°%,, 

(18) W, = by, +2, 

und diese kénnen keine zwei verschiedenen Normalbereiche aufeinander 
abbilden. 

Ist aber entweder a,,— 0 oder b,, = 0, so muB gleichzeitig a,, + 0 

und 6,, +0 sein, da sonst die Funktionaldeterminante im Nullpunkt ver- 

schwinden wiirde. Dann mu8 aber fiir alle absoluten Ebenen (9,, 9,): 


(@,o, bo, reell) 


¥,= 9, Oder y,—9,+72, 
Ye=%, Oder y,—9,+2 
sein und es folgt genau wie vorhin, da8 saimtliche anderen Koeffizienten 
in (13) verschwinden und diese Funktionen sich daher auf die folgenden 
reduzieren miissen: 
UW, = Gq, °%, 
(16) w, = b,9°2,5 
auch diese bilden einen Normalbereich héchstens auf einen anderen Be- 
reich der betreffenden Klasse ab. 
Damit erhalten wir als Ziel unserer Untersuchungen das 
Theorem 1. Zwei konvexe Kreisbereiche, die verschiedenen Klassen 
angehoren, kinnen niemals umkehrbar eindeutig so aufeinander abge- 
bildet werden, daB der Mittelpunkt fest bleibt. 
Im Anschlu8 hieran ergibt sich unter Beriicksichtigung der Siatze 24 
und 25 des I. Teils, 8. 231, sofort noch das 
Theorem 2. Hin Bereich der Kugelklasse oder ein Bereich der 
Zylinderklasse kann auf einen einer anderen Klasse angehorigen kon- 
vexen Kreisbereich tiberhaupt nicht umkehrbar eindeutig abgebildet werden. 


(Go, 5,0 reell) 


§ 5. 
Uber die Abbildungen eines Kreisbereiches in sich. 


Wir sind nunmehr auch noch in der Lage, die Betrachtungen des 
Paragraphen 2, S. 240 ff., in abschlieBender Weise zu erganzen, ohne da8 
wir die dort erforderliche Diskussion der linearen Funktionen (s. Satz 1, 
8. 243) durchzufiihren brauchen. Denn die Untersuchungen des vorigen 
Paragraphen behalten offenbar auch dann ihre Giiltigkeit, wenn die beiden 
Normalbereiche identisch sind, so daB es sich also um die Abbildungen 
eines Normalbereiches in sich mit festem Mittelpunkt handelt, allerdings 
ausgenommen den Fall, daB der Bereich eine Kugel ist. 

Fiir jene Abbildungen kommen also ebenfalls nur die Funktionen (15) 
und (16) in Betracht. Sollen diese aber einen Kreisbereich in sich ab- 
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bilden, so muB |a,,| =| b,,|=1 bzw. |a),|=|6,,|—1 sein. AuBerdem 
mu8 ein Kreisbereich, welcher durch die Funktionen (16) in sich iiber- 
gehen soll, offenbar symmetrisch sein. Die in den Satzen 16 und 21 des 
I. Teils, 8. 227 und 8. 230, angegebenen Abbildungen sind also die einzigen, 
die einen konvexen Kreisbereich mit festem Mittelpunkt in sich iiber- 
fiihren, sofern er nicht der Kugelklasse angehért. 

Aber der Fall, daB der Normalbereich eine Kugel ist, la8t sich mit 
Hilfe von Satz 1, 8. 243, ohne weiteres direkt erledigen. Denn da bei 
einer Abbildung der Kugel in sich mit festem Mittelpunkt jeder Punkt 
seine Entfernung vom Nullpunkt beibehalten mu, so kann die durch die 
linearen Funktionen vermittelte Abbildung nur eine Drehung sein. Die 
in Satz 23 des I. Teils, 8. 231, fiir die Kugel angegebenen Abbildungen 
sind also ebenfalls die einzigen, die hier in Frage kommen. Entsprechende 
Abbildungen existieren dann fiir die anderen der Kugelklasse angehérigen 
Doppelellipsoide. 

Wir fassen diese Ergebnisse zusammen in dem 


Theorem 3. Die einzigen umkehrbar eindeutigen Abbildungen, die 
einen konveren Kreisbereich so in sich tiberfiihren, daB der Mittelpunkt 
fest bleibt, sind die folgenden: 

I. Bei einem beliebigen Kreisbereich die Drehungen: 

w, = ef¥1-z, 
(17) re: 
wv, = e*¥:. %, 3 

Il. Bet einem einer symmetrischen Klasse angehdrigen Kreisbereich 

auferdem die Drehstreckungen: 

w, = R-e'v-z,, = 

(18) 1 (R positiv reell). 
vw, = Re’ 4, 


Ill. Bet einem zu der Kugelklasse gehdrigen Kreisbereich die 
Drehstreckungen: 


w, = 4,-2,-+a,-R-2,, 


(19) (R positiv reell). 


l 
w, = b,- 5-2, + by -% 
|a,|*°+ |a, |* = ’ 
|, [7+ |b, |*=1, 
a,b, +a,b,=0. 


Hieraus ergibt sich unter Zuhilfenahme der Satze 24 und 25 des 
I. Teils, S. 231, gleichzeitig noch das 
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Theorem 4. Die einzigen umkehrbar eindeutigen Abbildungen eines 
konvexen Kreisbereiches in sich sind, falls er der Zylinderklasse ange- 
hort, diejenigen, welche sich aus der Transformation: 


te ere (a, |"—|b,|*> 0) 
1 6,-R,-z, 

w, = 1. te Betethy (B,, Ry pos. reell) 
9 By by By-ty +4, (|a,|"— |b,)°>0) 


im Verein mit den Abbildungen (17) wnd (18) ergeben, und werden, 
wenn er zur Kugelklasse gehort, durch die Transformation: 
— 1 4,-R,-2,+4,-Ry-%+4 
igs R, C,: Ry-2, + (Rat +e’ 
__ 1 sD, R,-#, +by-R,-2,+6 
~~ R, C,- By -2, + C Ry-%+0¢ 
(mit den Nebenbedingungen des Satzes 24, 8.231) zusammen mit den 
Drehstreckungen (19) geliefert. 


In den letzten Saitzen bedeuten R, und R, die reziproken Werte der 
Radien der Schnittkreise des Kreisbereiches mit den Koordinatenebenen. 


und es ist R=F. 





R,, R, pos. reel 
1» 4b, Po 





(Eingegangen am 25. 10. 1920.) 








Uber lineare Differentialgleichungen vierter Ordnung 
mit Singularititen und die dazugehérigen Darstellungen 
willkirlicher Funktionen. 


Von 


Willi Windau in Bockhorst. 


Einleitung. 
Die lineare, sich selbst adjungierte Differentialgleichung 
d / 
(1) A (pst) +(g+a*)u=0, 


in der p eine fiir s >0 definierte reelle, stetig differenzierbare, wesent- 
lich positive, g eine reelle, stetige Funktion der reellen Variablen s und 4 
einen komplexen Parameter 4 = A, + 44, (A, > 0) bezeichnet, besitzt eine 
zum Intervall (0,a) gehdérige Greensche Funktion @*(2", 8, ¢), die den 
Randbedingungen 

(2) |cos h@* + sinhp 7, ‘ =, 


(3) leos 7 @* +sinjp?? = (0 


as | a 


geniigt. Sind namlich # und » zwei partikulaire Integrale von (1), fiir die 


(4) 0(0) = cosh, lp tel eno™ — sinh, 

(0) = sinh, 'p | = cosh 
ist, so hat nach Weyl") G* die Gestalt 
(5) G* (2°, 8, t) = n(8)-Bi,(t) fiir s<t, 
sa = »(t)- B,,(8) fir s>t, 
(6) Bi,(8) = O(8) +L n(8 


*) Math. Ann. 68, S. 220 ff. 
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gesetzt und J, eine Konstante ist. Herr Weyl deutet J, als Punkt einer 
komplexen Zahlenebene: J] = 1, + i1,; durchliuft dann j in (3) die Werte 
von 0 bis 2, so durchlauft 7 einen Kreis &, vom Radius 


(7) gee ear 
44,4,f | n(t)|* at 


Ist a>, so liegt @, ganz im Inneren von &,, so daB &,, wenn a iiber 
alle Grenzen wiachst, entweder gegen einen Grenzkreis ® konvergiert oder 
auf einen Grenzpunkt 2 zusammenschrumpft. Im ersten Falle hat man 
eine gewdhnliche Integralgleichung, wahrend der Grenzpunktfall auf eine 
singulare Integralgleichung fiihrt. 

Hilb*) hat dann im Anschlu8 an diese Untersuchungen von Weyl 
im Grenzpunktfalle die Darstellung zweimal stetig 
differenzierbarer Funktionen f(s), fiir die Cc 


(8) Fr(e)'as Job 


existiert, «us dem Cauchyschen Residuensatze abge- 
leitet, wobei dann die Bedeutung der von 1° ab- 
hangigen GréBen & fiir die Integraldarstellung hervor- Ss 




















oo 
tritt. Hilb legt dazu die Differentialgleichung inder 9“ 
fiir die Abschitzungen bequemeren Form Fig. 1. 

; a* 
(9) ar t(qt+#)u=0, 
die partikularen Integrale # und » durch 
(10) #(0)=1, #(0)=0, 4(0)=0, 7'(0)= 
normiert zugrunde und gelangt schlieBlich zu dem Ergebnis 
(11) f(s) = lim & 4; f 2aaan(o){ ae) (eae. 
= Ws 0 


Hier bedeutet fi den reellen Tei: und Ws den Weg iiber die Strecken CA B, 
die in der Lange S und im Abstande e = e~S"* parallel zur reellen und 
imaginaren Achse verlaufen (Fig. 1). 

Um den Grenziibergang durchzufiihren, hat man, wenn a eine positive GroBe 


ist, von der entsprechenden Darstellung fiir { ¢#(s)ds auszugehen. Bezeichnet 
0 


man mit G, (4°, ¢,¢) den imaginaren Teil der zum Intervall (0, co) gehérigen 
Greenschen Funktion, so ist fiir jede quadratisch integrierbare Funktion z (s) 


f fa, a, 8,8) x(s)x(t)dedt > 0. 


*) Math. Ann. 76, S. 333f. 
Mathematische Annalen. 83. 17 
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Man kann daher, wenn f(s) quadratisch integrierbar ist, den Grenziiber- 
gang in die reelle Achse der 4” machen und dann @ nach co wachsen 


lassen. Man erhilt so eine Darstellung von f f*(s)ds, bei der die von 
0 


den Eigenwerten herriihrenden Glieder von den anderen getrennt sind, 
und daraus i: bekannter Weise durch Polarisierung die Darstellung fiir 
fo,’ 8,t)f(t)de. Fiir die Zwecke einer reinen Integraldarstellung ist 
0 

aber (11) in vielen Fallen geeigneter*). 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, zu zeigen, wie sich die Unter- 
suchungen von Weyl und Hilb auf Differentialgleichungen vierter Ordnung, 
die ihrer adjungierten gleich sind, sinngema&8 iibertragen lassen. 

Indem ich im ersten Teile die Differentialgleichung in der allge- 
meinen Form 

a’, @ dja 
(12) L(w) +atu= 5 (p Se) + S (gS) +(r+a'\u=0 
(A=A, +44,, 0<A4,<4,) zugrunde lege und vier linear unabhingige 
partikulare Integrale 7,, 7,, 7,, 9, 80 bestimme, daB sie an der Stelle s = 0 
den reellen Randbedingungen 





| , a | , , ” , 
| fain ¥ | pn” | ates +py"’ 
(13) ] ®, —2, | 2; x, 
2 Xy z, x, — 2, 
3 zy —% x, — 2, 
4 —2%, 2, Ze z, 


geniigen, wo 

(14) a? + 23+ 23+23=1 

ist, finde ich fiir die zum Intervall (0,a) gehérige Greensche Funktion 

G* (a, 8, t), die an der Stelle s = 0 die reellen Randbedingungen 

48) [z,G*—2,@" + 2, pG*" + 2,(¢@" + p' Ge" + p@*”)|,_.= 0, 
' |[—2,@*—2,@° + 2, pG@*” + 2, (¢G@*’+ p'G*" + pa*”)| 0, 

bei s =a die ebenfalls reellen Bedingungen 


=o 


as) [y,@*—y,@* + mPa" + y.(90" + ya*" zs po*")],..= 0, 
[— ¥,@°—y,@° + y, p@*" + y,(¢@" + p'@*" + p@*”)|,_.=0 

erfiillt, worin 

(17) yitytyty=1 


*) Es wird Aufgabe einer spiteren Mitteilung sein, auf diese Verhiltnisse 
naher einzugehen und zu zeigen, daB man zur Ableitung von (11) fiir f(s) nur be- 
schrinkte Schwankung statt zweimaliger Differenzierbarkeit zu fordern braucht. 
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ist, den Ausdruck 


(18) G*(2*, 8, t) = ng() Bara (#) + 14(8) Bing (t) fiir 2 <t, 
wo = Bs1,(#) g(t) + Bin, (8) 7, (t) fiir s > A 
(19) bs, = Ng + hing t+ min. Bing = 1; + M0, + 2,1, 


ist. Da nun y, und », an der Stelle s 0 denselben Randbedingungen 
geniigen, miissen £, und f, dies aus Symmetriegriinden bei s =a tun. 
Da ferner die Bedingungen (15) reell sind, folgt, daB auch £, und ,, 
die konjugierten Funktionen zu £, und #,, ihnen geniigen miissen, was zu 
den Gleichungen 


(20) S\Psi\"ds=1,, J |Pin.|'de=n, 


0 0 
fihrt. Indem ich 1, m als Punkt eines Raumes von vier Dimensionen 
deute, finde ich, daB die erste Gleichung von (20) eine ganz im Endlichen 
gelegene Flaiche %, vom zweiten Grade in 1, m darstellt, deren Schnitte 
mit 7 = const und m = const Kreise sind. Der gréBte Kreis 8, von %, 
in einer Ebene m = const hat den Radius 


1 
(21) 1, = ——— 
2(i*)e S| ng|* at 
0 





und es zeigt sich, daB, wenn b >a ist, 9, ganz im Inneren von §, liegt. 
Entsprechend ergibt die Untersuchung der zweiten Gleichung (20), daB 
auch diese eine ganz im Endlichen gelegene Fliche G, vom zweiten Grade 
in den Koordinaten m, n darstellt, deren Schnitte mit m= const und 
n = const Kreise sind, und deren gréBter Kreis in einer Ebene m = const 
den Radius 

(22) ‘., = — on 


a 2 a 
2(A*)g f in|" at 
0 


hat, und da8 fiir 6 > a @G, ganz im Inneren von @, liegt. Bei unendlich 
wachsendem a konvergieren %, und G, gegen zwei Grenzgebilde, die, wie 
sich zeigt, entweder zwei Grenzflichen }, G oder zwei Grenzpunkte (2, M2) 
und (3%, R) sind. Aus der Konvergenz schlieBen wir aber: die Differential- 
gleichung (12) — mag sie vom Grenzjflachen- oder vom Grenzkreistypus 
sein — besitzt mindestens zwei im Intervall (0, co) absolut quadratisch 
integrierbare Integrale 8, und B,. Im Grenzflachenfalle folgt aus (21) 
und (22), daB auch n, und », und mithin alle Integrale von (12) im 
gleichen Intervall absolut quadratisch integrierbar sind. 

Im zweiten Teile, der der Darstellung willkiirlicher Funktionen ge- 
widmet ist, beschaftige ich mich ausschlieBlich mit dem Grenzpunktfalle. 

a 
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Fiir die nachfolgenden Abschitzungen ist es bequem, p=1, z,=—1, 
2, = 2, =2,=0 anzunehmen. Dadurch geht (12) iiber in 


4 \ 
oe +H (gS) +r +2')u=0, 


wahrend (13) und (15) iibergehen in 


(23) 


| n | »' | i | q7’ + 





(24) ; 
1 1 | 0 0 0 
2 0 | we 0 
3 0 o | 1 0 
4 >. wea ae 1 
(25) G*(4*, 0, t) = G*" (4, 0, t) = 0. 


Mit Hilfe der Gleichungen (21) und (22) lassen sich dann die fir G* 
giiltigen Satze auf die zum Intervall (0,00) gehérige Greensche Funktion 
G (i, 8, t) tibertragen, und insbesondere zeigt sich, daB die Differential- 
gleichung 

(26) L(u)+i*u=—g(s), 

wenn g(#) eine stetige, im Intervall (0,00) absolut quadratisch integrier- 
bare Funktion von s ist, ein ebenfalls von 0 bis co absolut quadratisch 
integrierbares Integral 


(27) f(s) = faa, s, t)g(t)ae 


besitzt. Indem ich fiir die asymptotische Darstellung der y,, ,, 9,, 9, fiir 
groBe |4| ein Resultat des Herrn Birkhoff benutze, erhalte ich mit Hilfe 
von (21) und (22) eine bequeme asymptotische Darstellung von 
fa (4*, 8, t)g(t)dt, die dann ihrerseits unter Anwendung des Cauchyschen 
0 


Residuensatzes zu einer Darstellung viermal stetig differenzierbarer Funk- 
tionen f(s) fiihrt, die der von Hilb fiir den Fall einer Differentialgleichung 
zweiter Ordnung gegebenen Darstellung (11) entspricht: 


(28) f(s) = lime +, [aitaa | G (4a, 8, t) f(t)dt, 
8==x " 
Ws 0 


worin Ws den Weg langs der Strecken CAB bezeichnet, die in der Lange S 
und im Abstande e = e-*”* parallel zu den Geraden 4, = 0 und 4, = 4, 
verlaufen. Zum Schlu8 wird gezeigt, wie sich die allgemeinen Resultate 
gestalten, wenn man den einfachsten Fall der Differentialgleichung 





4 
(29) a +i#u=0 
zugrunde legt. 
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Erster Teil. 
Die Greensche Funktion. 


1. 


Es bezeichne L(u) den allgemeinen sich selbst adjungierten linearen 
Differentialausdruck vierter Ordnung 


a* a*u d/( du 
(30) L(u) = Ga (PGs) + a5 (0 Ge) + P™ 
und es werde zur Abkiirzung geschrieben: 
(31) [u,v] =u(qv'+ p’v"’+ po”) — wv pv’ — v(qu'+ p'u"+ pu”) +v pu". 
Ferner bedeute [u,v], den Wert des Ausdruckes (31) bei s=-a. Dann 
gelten die folgenden Regeln: 
(32) [u,v] = —[v,u], 
(33) [u,av+bw]—alu,v)+b[u,w], 
(34) [u,v] ae: [u,,%,] ng [ ty, Vy] + t{[u,,v]+ [ ty, %,}}, 
(u=u,t+iu,, v=—v,+49,), 

(35) {u,@)—2i[u,,u,], (@=—u,—fu,). 

Sind «u und wv stetige Funktionen von s, fiir die Z existiert und 
stetig ist, so gilt die Greensche Formel 


b 

(36) J (wL(w) — vo L(u))ds = (u,v), — [u,v]. 

Sei nun p eine fiir s>0 zweimal differentiierbare positive, g eine im 
selben Bereiche einmal stetig differentiierbare, r eine stetig reelle Funk- 
tion von 8, so betrachten wir die Differentialgleichung 


(37) L(w)+.a"(u) = £,(pS%) + 4 (9% 


ds* Pat) wa ds q in) +(r+a*)u= 0. 


Aus (36) folgt zunachst, wenn v = v,-++iv, eine Lésung von (87) und 
6 =v,— tv, eine Lésung der zu (37) konjugierten Differentialgleichung 


(38) L(u)+i‘u=0 

ist : ‘ : 

(39) J (wL(@) — #L(w))de = (a*— 1") f vods 
oder — 24 {[v,,0, le a [v,,%,],}> 


(40) fovde—[\o\*de— —F-{le,, 0), — [%%].}- 
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(37) besitzt vier partikulare Integrale v,,v,,v,,v,, die bei =O in 
folgender Weise normiert sind: 





cs _atTete 0 
(41) 2|/ol1!o0 0 
s}o}o|1] 0 
4|/o!]ol]o| 1 


und aus diesen lassen sich alle iibrigen linear zusammens>tzen: 
(42) = €, 0, + €, 0, + ,0,+ C, Y,. 


Sind z,, z,, 2, z, die Koordinaten der Einheitskugel im Raume von vier 
Dimensionen: 


(43) a} +af+af+27=1, 

so bilden wir die Iintegrale 
"= %,0,— 2,0,+ 2,0, + 2,0, 

(44) Ng= 2%, + 2,0,+ 2,0, — 2,4, 
Ng = — %V, — 2,0, + 2%, Vy — TY, 
= — 2,0, + 2,0, + ZV, + 2%, 


fiir welche, wenn die erste Kolonne den Index von 7 angibt, bei s = 0 
die Beziehungen gelten: 


| » | 9° | pn" | qn’+ p'n”+ pn” 





1 | a | a | sy sad 
(45) 2 | Z| 2 | 2% —2, 
8 |—2,| 2, | %, — He 

4 |-%| | 2, z, 


Nach (31) ist 
(46) (7, a )o= [1 %s lo= [2s lo= [3% lo = 9, [73% Jo= — [a> 3 lo=1- 


2. 


Aus den 7; bauen wir die zu dem Intervall (0,a) gehérige Green- 
sche Funktion @*(4‘,s,t) auf und definieren: 


a) G*(a*,s,t) geniigt fiir s+ ¢ als Funktion von « der Differential- 
gleichung (37); 


b) @*(4*,#,#) geht samt der ersten und zweiten Ableitung stetig 
durch s=¢ hindurch, wahrend die dritte Ableitung dort den Sprung 
aufweist : 


: a* G* 4‘, 8, t) | a° G* (2, 8,t) _ 
(47) im | aw — a2 eee) p(t)’ 
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c) G* geniigt bei s = 0 und s =a je zwei reellen Randbedingungen: 
(48) 2,G+2,6'+2,p@"+2,(¢@’+ p’G"+ p@”)=0, 
— 2,G —2,G'+ 2, pG” —2,(q¢@'+ p'@”" + p@”)=0 
fir s=0 und 
(49) n@— HG’ + PG +9 (96'+ p'G'+ pa") —0, 
—%wF—y,4+y, pF —y,(gG'+ p'G +pG )=0 
fiir s =a, wobei y?+ y3+y3+ y23=—1. Setzen wir nun das allgemeine 
Integral von (37) in der Form an 
(59) U= 6,9, +¢6,7,+ 6,7, +¢,9, fir s<t, 
u=d,n,+4,7,+4,7,+4,9, fir s>t, 
wo die c; und d; von ¢ und 4 abhingen, so ergibt sich aus den Be- 
dingungen a) bis c) fiir @*(4‘,s,t) die Form 


(51) G* (4°, 8, t) = my (8) By (t) +1, (8)B,(t) fiir # St, 
is = ny(t)By(2) +14 (1)B,(0) fir «Dt, 
(52) By=nstlengt+mn,, B=1 +m, n+, 


und J, m, und n, komplexe Konstanten sind. 

Nun miissen die Randbedingungen (49) fiir alle ¢< a, also sowohl 
fiir 2, wie fiir 6, und wegen der Realitat von (49) auch fiir 8, = £,, — ¢ Byo 
und £, = 6,,— fj». erfiillt sein, d. h. es ist 


(53) (8; Bs). = 0, (B, B).=9, 
oder, da nach (46) (Bs Bs lo = —t,, [8, Bil = — N, ist, 


(54) (A‘), J | Ay|"dt =1,, (a*), f |B, |" dt =n,. 


0 0 


3. 
Wir beschaftigen uns zunichst nur mit der ersten Gleichung von 
(53) baw. (54) 
(55) (Bl 0 oder (i'),f\p,\*ae—1, 


(55) stellt, wenn wir 1, m als Koordinanten in einem Raume von vier 
Dimensionen deuten, eine Flaiche zweiten Grades dar, die ganz im Endlichen 
liegt. Wir bemerken nun, daB es auf dieser Flaiche einen Punkt ¥ m* 
gibt so, daB 

Pa 


(56) ~y(a)=0, By (a)=0, By"(a)=0, By," (a) =0 
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ist. (56) wird sicher erfiillt sein, wenn 


(57) (Bes Merl. = 9, (Bs: Nea Ja = 9, (Bs: Mar a= 95 (Bs: 4]. = 9, 
oder 
(58) 85, (a){q(a) Mia (4) +P’ (a) ni (4) + P(a) ma (a )} — By, (a) p (a) nf, (a) 
— {q(a) By, (a) + p’ (a) By,"(@) + p(a) By,” (a)} ng, (a) + i, (a) p(a) By,” (a) =0, 


*n” 


By, (@) {9 (a) 055 (a) + p’ (a) ny, (a)+ (a) ngs (a)} — By, (a) (a) ny, (a) 
_ {q(a) By, (a) + Pp’ ( a) By, (a) + p( (a) Bs,” (@)} Map ( a)+ Naa (@ a)p (a )Bs, (a) =0, 
By, (a) {9 (a) i, (@) + p’ (a) ni, (@) + p(a) nz (@)} — By, (@) p(@) nf, (a) 


a 


— {a (a) By (a) +p" (@) By" (@) + (a) Ber (@)} Max (@) + mia(@) P(@) By (2) = 9, 
By, (a @) {q(@) mi, (4) + p’ (a) ni (a) + p(a) m3 (a)} — B3, ( (a) p(a) ny, (a) 

— {q(a) Bu (a) + p’(a) )Ba. (a) + p( a) Bey (@)} m_(a) + nj, (@ )p(a) By, (a)=0 
ist; denn die Determinante von (58) ist gleich der Wronskischen Deter- 
minante multipliziert mit p* (a): 

Ya "93 a "an 

a a OM é 

| A an PO 

| Mer ea Mar Naa 

Wire sie identisch Null, so miiBte eine lineare Beziehung bestehen von 


(59) 








der Form 

(60) Cy Ney + Cy Nog + Cy Myr + % Neg = 9, 
wo die ¢,; reell und nicht alle Null sind, und es ware 
(61) (¢, — $¢,) m, +(¢, — te.) 


ein rein imaginéres Integral von (37). Ein solches ist aber in dem von 
uns betrachteten Bereiche 4, 2 4, = 0 unméglich. Die Wronskische Deter- 
minante (76) verschwindet mithin nicht identisch, und wir kénnen das 
System (56) durch (57) ersetzen. 


Um die Gleichungen (57) umzuformen, folgern wir aus den Iden- 


titéten (46) 
(62) (8,7) =1, [2.7,] = 0, (8, 7,] = 9, (A, 4)=1 
oder 


(Bss %e1) — [Bee es] = 1, [Bex 2a] + [Boe M1] = 9, 
(63) [Bsr 1) — [Bsa] = 9, [Bsr a) + [Pse Ma) = 9, 
(Bis Mex] — [Bis en] = 9, [Bsa M22) + [Bie 21) = 9, 
[Bis 1) — [Bis Me) =1, [Bir Men) + [Bis 2] = 9, 
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und wir kénnen (57) ersetzen durch 


(64) [Bes Yer a= 9, [Bes a: le = 9, [Bos Mar la = 9, [Ase M1 1.= 9, 
oder 


(65) [Bs "a |. = 0, (B; Na le= 9; 


und indem wir m zunichst willkiirlich lassen, finden wir aus der ersten 
Gleichung von (65): 


(66) I" [ng Nes le = =— [ng Nas Je —m([n, Nes le 
DP on lts Nex Jat ™ [94 Mes Ja 
[ee Mer Je : 





Ferner gibt es eine. Punkt 1,, m,, so daB 


(67) Bsee(@)=0, Byge(@)=0, Bye (@)=0, Bygs(a)=0 


ist, und es la4Bt sich auf analoge Weise wie oben zeigen, daB diese Glei- 
chungen dem System 


(68) [Brae %erla=9, (Bese %eala=9 ([Psae%ila=% [Bree Mala = 9 
aquivalent sind, das sich nach (63) in 


(69) ([Bse%eala=9, ([Bse%la= 9 


zusammenziehen laBt. 1, stellt sich bei zunachst willkiirlichem m dar: 


(70) be [9 Menlo = — [3 Nea la — ™(% Maa )as 
1 __ [Ms oe Je + ™ [120 Mes Je 
_ [ "ee a1 Je 


Da aber die zweite Gleichung von (69) aus der zweiten von (65) folgt 
und umgekehrt, so schlieBen wir, dab m*=—m,— M sein muB. Die 
Punkte /*, m* und 1,, m, fallen jedoch nicht zusammen; denn aus (66) 
und (70) folgt: 


(71) ° — = eeack {i [ns "3 ),+¢M [4 M1 Ja—[s Yea la— M [4 %ealat 


~~ [ites kl Malet t ["s Ye). + M ([ng M:). +408 Mr) )}, 
oder nach (46): 


(72) ates 

Um die geometrische Bedeutung dieser letzten Gleichungen einzu- 
sehen, stellen wir die Bedingungen fiir den héchsten und tiefsten Punkt 
in bezug auf 1, auf. Sie sind: 
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(78) 31; (Bs Bala = zoe (Bs Bala = 5m, (8 Asla= 9, 
5 (Bs Pale+ 0, (Bs Bs].= 9, 
oder 
(74) ("5 8s).+ [Bs %e).=9; (7, Bslo+ [8s %J].=9; 
(1. Bsle+ [Fs %J,= 9, (7, Bs). — (Bs Tale + 0, 
[Bs Bs)].= 0, 
oder endlich 


(75) [Bsr Meala— (Bse%rle=9 [Bei Merle t+ [Pos Ueala= 9; 
(Bs: Menlo — (Pee %erla=9 [Bs Marla + (Bos Yea] 9, 
(Bs Bs). = 0. 

Der Vergleich dieser letzten Bedingungen mit den Gleichungen (65) 
bzw. (69) zeigt aber unter Zuhilfenahme der Identitéten (63), daB (75) 
sowohl fiir 1°, m* wie fiir 1,, m, erfiillt sind. 1*,m* und 1,, m, sind 
somit der héchste und tiefste Punkt unserer Flaiche F, in bezug anf I, , 
und da die Schnitte dieser Fliche mit m= const Kreise sind, schlieBen 
wir hieraus: die Fliche (55) besitzt in bezug auf J einen groBten Kreis 8, , 
dessen Durchmesser 
1 1 


a ee on : 
(76) 2r,, I l [ "ee "ar Je an : 2 
(A J |m_| at 





ist. 
Jetzt betrachten wir zwei zu verschiedenen Werten a und b(b >a) 
gehorige Flachen %, und %,. Sie kénnen keinen Punkt gemeinsam haben; 


denn wire I’, m’ ein Punkt sowohl von %, wie von %,, so ware 
b a b 

(77) S| p,\°de — fp, \"de=— f | p,|"dt —0, 
0 0 a 


was £,=—0 zur Folge hatte, so daB »,, 7, und y, linear abhiangig waren, 
was nicht der Fall ist. %%, liegt also ganz innerhalb oder ganz auBerhalb 


von §,, dh. fiir alle Punkte wird entweder f{ | f,|°dt <1, oder >i, 
0 


a 

sein. Nun ist aber J, wegen des positiven Charakters von [| £,|"dt stets 
v 

positiv, woraus folgt: 


(78) a"), [fialad, > by» 
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so da8 fiir alle Punkte im Inneren und auf dem Rande von %, die Un- 
gleichung 


(79) a), fides), 


gilt, %, also, wenn 6 >a ist, ganz im Inneren von %, liegt. Wachst a 
ins Unendliche, so konvergiert %, gegen ein Grenzgebilde, das eine vier- 
dimensionale Fliche % oder eine Ausartung sein kann. Fiir alle Punkte 
im Inneren und auf dem Rande von % gilt (79) identisch in a, d. h. es 
ist fiir diese Punkte 


(80) (i), f \Aa!*at <h, 


und fiir die Randpunkte gilt offenbar 


(81) J \A,|"dt=1,, 


0 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
(82) [Bae Bs] = lim (Bss Bsa = 9- 


Ganz analoge Uberlegungen fiihren zu dem Ergebnis, daB die zweite 
der Gleichungen (53) bzw. (54), 


(83) (2, B:],.= 0 oder J\B,|*dt=m,, 


eine ganz im Endlichen gelegene Fliche G, zweiten Grades im (m, n)- 
Raume darstellt, deren Schnitt mit m= const einen Kreis liefert, und 
deren gréBter Kreis in bezug auf n den Durchmesser 


(84) 2r, = n*—2ng=— —— = 
(J inl'at 





"a . (Mae M41 |e var 


hat. Zwei zu verschiedenen Werten a und b (b >a) gehérige Flichen 
@, und @, haben keinen Punkt gemeinsam, und es ist 


(85) [f1A.l*de] > 0, 


so da8 @, ganz im Inneren von @, liegt, und mithin alle Punkte im 
Inneren von und auf @, durch die Ungleichung 


(86) Jialatsn, 


charakterisiert sind. @, konvergiert mit unendlich wachsendem a gegen 
eine vierdimensionale Flaiche @ oder deren Ausartung. Fiir alle Punkte 
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im Inneren und auf dem Rande von @ gilt (86) fiir jedes a, es ist also 


(87) f\A,\"dt<a,, 

und speziell fiir den Rand gilt 

(88) J\A,|"dt=n,, 
oder 

(89) [Bis Bule= lim [8,2 B,),= 9. 


Aus (82) und (89) schlieBen wir, daB die Differentialgleichung (37) 
stets zwei im Intervall (0,00) absolut quadratisch integrierbare Inte- 
grale f, und f, besitzt. Konvergieren die Kreise %, und &, gegen zwei 
Grenzkreise %, und &,, so folgt aus (76) und (84), daB auch », und », 
und mithin alle Integrale von (37) absolut quadratisch integrierbar sind. 
Dasselbe ergibt sich, falls die Gleichungen (82) und (89) fiir mindestens 
zwei verschiedene Werte m’ und m” erfiillt sind. Dieser Fall liefert 
daher fiir die folgende Diskussion nichts Neues, und es wird geniigen, 
nur solche Randbedingungen (49) zuzulassen, fiir die m fest, z. B. dauernd 
im Grenzpunkte oder im Mittelpunkte des Grenzkreises bleibt. Diese 
Einschrankung ist erlaubt, da aus der Greenschen Funktion folgt, da8 m 
in £, und f, in demselben Gebiet variiert. Fiir festes a entsprechen 
mithin bei konstantem m der Kreis in der /-Ebene und der in der 
n-Ebene einander punktweise. Natiirlich ist nicht zu erwarten, da zwei 
za verschiedenen Werten a und 6b, aber zu gleichem m gehérige Kreise 
&,,, &,, baw. K,, K,, zu denselben Randbedingungen (49) gehéren. Das 
ist fiir die folgenden Betrachtungen auch nicht erforderlich, sondern es 
geniigt zu wissen, daB sie auf den Flachen %, und §, bzw. G, und G, 
liegen, die alle Punkte 1, m bzw. m,n enthalten, fiir die die Greensche 
Funktion an der Stelle a zwei reelle Bedingungen erfiillt. Betrachten 
wir nun nicht mehr die Flachen %, und G,, sondern nur noch die Kreise 
f,, und f,, die durch m= IM aus §, bzw. G, ausgeschnitten werden, so 
ist ersichtlich, daB f, und f, mit wachsendem a entweder gegen zwei 
Grenzkreise f,, f,, oder gegen einen dieser Kreise f, (bzw. f,) und einen 
Grenzpunkt 9(2), oder gegen zwei Grenzpunkte 2 und ® konvergieren. 
Im ersten, im Grenzkreisfalle, sind die Radien von f, und f, charakterisiert 
durch 
(90) es See ee eee 

2(a')e J lmy|*at 2(a")e J ln|*at 


d.h. die Differentialgleichung (37) hat viér linear unabhingige im Inter- 
vall (0,co) absolut quadratisch integrierbare Integrale. Liegt der Fall 
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eines Grenzkreises und eines Grenzpunktes vor, so ist auBer f, und f, 
noch ein weiteres Integral, etwa 7, absolut quadratisch integrierbar. 
Dann fiihren wir ein neues Fundamentalsystem H,, H,, H,, H, ein durch 


(91) H,=%,; H,= H, = 1s, #, =" 

und berechnen die zum Intervall (0, co) gehérige Greensche Funktion wie 
oben. Wir gelangen dabei zu zwei absolut quadratisch integrierbaren 
Integralen B, und B,, wahrend weder H, noch H, absolut quadratisch 
integrierbar ist, so da8 wir durch die Transformation (91) den Grenzkreis- 
Grenzpunktfall in einen Grenzpunktfall iibergefiihrt haben. Hieraus aber 
folgt weiter, daB der Grenzkreis-Grenzpunktfall nicht vorkommen kann; 
denn konvergierte §, bei unendlich wachsendem a gegen eine Kreisscheibe, 
@, dagegen gegen einen Punkt, so gelangte man durch Variieren der Rand- 
bedingungen (49) zu verschiedenen Greenschen Funktionen. Fiihren wir 
andererseits die Transformation (91) aus, so erhalten wir in der Grenze, 
wie wir auch die Bedingungen (49) variieren, d:eselbe Greensche Funktion. 
Hierin liegt ein Widerspruch, da die zu festen Randbedingungen gehérige 
Greensche Funktion von der Wahl des Fundamentalsystems unabhingig 
ist. Zusammenfassend erhalten wir also das Resultat: 


Bei unendlich wachsendem a konvergieren die Flachen §, und ©, 
entweder gegen zwei Grenzflachen % und @ oder gegen zwei Grenzpunkte 
Lund NR. Die Radien der gréften Kreise der Grenzflichen fiir m = const 
sind 
(92) Rese en att, 


2(2")e J imal" at 2(4° J in|"at 








Die Differentialgleichung (37) besitzt im Grenzpunktfalle zwei und nur 
zwet im Intervalle (0,00) absolut quadratisch integrierbare, linear un- 
abhangige Integrale 
(93) bg =n +2ng+Mn,, B=1 +My t+ Ry; 
im Falle zweier Grenzflachen sind dagegen auch y, und y, und mithin 
alle Integrale von (37) absolut quadratisch integrierbar. 

Da8 auch im Grenzpunktfalle 


(94) fia\de—2,, f\alar—a 


gilt, ergibt sich folgendermaBen. Angenommen $, konvergiere gegen 


einen Grenzpunkt 2; dann folgt*), wenn 2, der Mittelpunkt von §, ist, 
fir m = M: 





*) Weyl, |. c. 8. 228. 





270 W. Windau. 


(95) (a) fLAslat— B= (2 f Inglat-) 21 8} 


; 
>—eb fl Ne | *dt=—-; "hes 
und mithin wird im vorliegenden EP A, (lim r,, = 0) 
(96) f\As|'dt — 2,2 0. 


Aus (96) und der fiir den Grenzpunkt giiltigen Ungleichung (79) folgt 
aber die Behauptung. Aus (79) und (95) folgt allgemein‘), mag / Grenz- 
punkt oder Punkt im Inneren oder auf dem Rande des Grenzkreises sein: 


(97) (a ‘yf st dt>1,—*>(i) fila In, 











(98) Cth = 
é 2(2"b 2(a*ytf ingi*d 
und mithin ' wel oF 
? 

(99) Jinltat- flies cis 

Entsprechend erhalten wir fiir 6, und », die Beziehungen: 
(100 f Pas— 

) : |B, | > 2(a),’ 
(101 fi "dt. f ass —y3- 
\ ) : 1% | P B, | = 4(0%,)" 


Wir zeigen noch, daB das Quadrat des absoluten Betrages von 
fou dt = h(e) 


im Intervall (0,00) integrierbar ist, wenn fig@) *dt <1 ist. In der 
0 


Tat sei @*(u*, s,¢) eine zum Intervall (0, a) gehérige Greensche Funktion 
bei reellen Randbedingungen, fiir welche m,=— I. Dann ist 





aca » fate dws(a)as face) y,(t)dt 
ca Ife (a, 6, #)9(e)9 (0) dtde| =| >’ — 


yeoman! - fig (t)|*at 


<2 <° < 


ut 





i 
ue’ 








Lineare Differentialgleichungen vierter Ordnung mit Singularitaten. 271 


wo gy, und 4, die Eigenfunktionen und Eigenwerte von G* sind und g die 
konjugierte Funktion zu g. 
Nun ist aber 


fat ws, s, No (dt = fa(u',s,t)9(t)dt+@—2)m (0) fn no (at 
(103) 


+ (n, — ®) "% (o)f " (t)g(é)dt, 











und 
Jf @(ut,s,t)9(8)9(t)dedt 
(104) = f f@*(u',4,t)9(0)0(t)dedt + (8—1)| faa ta eyat| 
+(R—n,)| fn (#)9(t) de} . 
Daraus folgt im Verein mit (92) und (102): 
(108) Jf @cus«,t)o(s)a(tydeds| < %, 


aa a 

und dasselbe gilt von ff G(u‘, 8, t)g(s)h(t)dedt, wenn f |h(s)|*ds <1. 
64 0 

Hieraus ergibt sich weiter: 





(106) fifo 8, t)g(t)at 


Also ist der Ausdruck (102) im Intervall (0,00) absolut quadratisch 
integrierbar. 


2 
9 
ds< —. 
Ay 


Zweiter Teil. 
Darstellung willkirlicher Funktionen. 


4. 


Wir wollen jetzt ausschlieBlich den Fall zweier Grenzpunkte betrachten 
und die zu der Differentialgleichung (37) gehérige Darstellung willkiir- 
licher Funktionen entwickeln. Mit Hilfe der im vorigen Paragraphen ab- 
geleiteten Beziehungen (76), (84), (99) und (101) werden sich die be- 
kannten Beziehungen fiir die zu endlichen Intervallen (0, a) gehérigen 
Greenschen Funktionen G* auf G=G*® iibertragen, sowie die fiir die 
Darstellung willkirlicher Funktionen erforderlichen Abschitzungen durch- 
fiihren lassen. Wir werden fortan in (30) p(s)=1 annehmen, so dab 
(37) tibergeht in 
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a* d 

(107) e+e (9) + (r+ a')u—L(u)+44u=0, 

wo 4=A,+ 44,, q und r reell, g stetig differentiierbar, r stetig, g, g’ undr 
beschrankt sind. Die vier partikuliren Integrale »,,7,,,,, werden 
wir so normieren, da8 bei «s = 0 











| 9 | a’ | 9” ign’ +1” 

1; 1 | 0 | 0 0 
(108) 210 1 | 0 0 

3 | 0 0} 1 0 

Stet e1 et 
ist und »,, 7,, 8, und £, an den Stellen 0 und a die Randbedingungen 
(109) n_(0)=7(0)=0, ,(0)=—n7/(0)=0, 
(110) ¥, By — YoBs+ ¥shs +4,(¢hs+ Bs ) = 0, 

: y,B, — ¥,B:+ 996: + ¥, (96+ 6: )=9, (¢ =a) 

erfiillen. 


Sei nun f(s) im Intervalle (0, co) viermal stetig differentiierbar und 
f(0)=f"(0)=0. Geniigt dann f fiir ein festes 4 =u = p,+im, der 
Differentialgleichung 


(111) L(f)+u‘f=—g(s), 
und sind f und g von 0 bis co absolut quadratisch integrierbar, so ist 
(112) f(s) = f@(u4,s, t)9(t) de; 


denn die rechte Seite ist eine Lésung von (111), die absolut quadratisch 
integrierbar ist und in s = 0 die beiden Randbedingungen erfiillt. 
Ferner gilt die Relation: 


(118) G@(a‘,s,t)=—G(n',8, t)+ (4° — nu) fact, 8, r)G(u',r, t)dr. 
0 


Denn die rechte Seite geniigt der Differentialgleichung (107), hat bei 
8 =t die verlangte Unstetigkeit in der dritten Ableitung, erfiillt bei s = 0 
die Randbedingungen und ist absolut quadratisch integrierbar im Inter- 
vall (0, co). 
Aus (112) und (113) folgt die Identitat: 
(14) FO = A fata’ s, t)g(t)dt— fa(a',s,s)f(e)de 
A —p A —p 6 0 

und endlich folgern wir aus (113) vermége der Neumannschen Reihen- 
entwicklung, daB G(2*, s, t) und mithin auch 2, M, NM in dem von uns 
betrachteten Gebiete 4, = 4, 2 0 analytische Funktionen von d sind, so da 
wir den Cauchyschen Residuensatz anwenden kénnen. 
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5. 
Wir benutzen im folgenden einen Satz iiber die asymptotische Dar- 
stellung von Lésungen linearer homogener Differentialgleichungen, den 
Herr Birkhoff*) allgemein fiir Gleichungen n-ter Ordnung von der Form: 


5 +haya(e, yo a... -+ a ag(x, A)e =0 
bewiesen hat, wenn die a,(z,4) fir a<2<b und |A4| > R beschrankt 
sind, und der in unserem Falle n=4, a,=0, a=, aa f 


1 2? ° 
a, = e+e lautet : 
- 


Sind ¢,, &, &, &, die Wurzeln der Gleichung 





(115) ef t+1=0, 

so geordnet, daB 

(116) R (Ae,) S R(Ae,) S R (Ae, ) S R(Ae,), 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, fiir alle s > 0 
(117) jente| < Joris] < ents] < lerte), 
so gibt es vier partikuldre Integrale f,, ¢,, £5, ¢, von: 
(118) L(u)+a4u=0 

so, daf he 
(119) ¢,(8, 4) = U,(e,4)+.0(|—]), 
(120) Sts. Uh + O(\e%%s|) 

2st, wo 

(121) U,(8, 4) =e 

tat. 


Aus diesen ¢, setzen wir die Integrale 7; nach (108) zusammen und 
erhalten die er Darstellung: 


e418 





n,(8)=% 1 (cos As + cosiAs) + 0(\5 





_—e er Cad | 
_ th (8) = gq (sin Ae —ésiné Aa) + O( 7 ); 
} 


1 ° e4s8 
(8) = << cos Ae + cos i.Aa) + O( vu ); 


eA! 
A‘ ). 
5) Trans. Am. Math. Soc. 9, 8. 219f. 
Mathematische Annalen. 83. 18 














9, (8) = =4i(- sin As — isiné Aa) + O( 
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worin A = 1+ gesetzt ist. Wir nehmen jetzt s fest und @> 2e an. 


v2 
Um f @(2*, 8, t) g(t) dt abzuschitzen, schreiben wir es in der Form: 
Vv 


s - 
(123) | f @(a*, 2, t) g(#)dt| = [f(a 8, t)— @* (4, 8, t) + @* (4, 2, t)) g(t)dt|, 
t) 
wo G* eine zum Intervalle (0, a) gehérige Greensche Funktion ist, deren 
Randbedingungen (49) so gewahlt sind, da8 m = I ausfallt. Dann kénnen 
wir auch schreiben: 


(124)| [@(a',2,4) 9(#)at| nai if — be) ny (t) 1g (8) + (R— ma), (t) (8) 
+ G* (a, a,t)]9(t)de| 
<|(@—t,) (0) fg (#)9 4) at] + | (R — m,) n(0) fna(#)9 (at 
+| {@*(a4,«, )9(t)at]. | 


Nun ist nach (76) | 








(125) |(2—4,) m, (#)| < | 4 | 
(A*),J | na |* at 
ole (0) A°{4 (A'), f [(sin at isin « At) (sin At —isiné At) +0 (ss )Jasy | | 











= 





F, 4 sin2iA,a sin2A,a -(sinfA,—A,)(1—i)a sin(A,+4,)(1+i)a 
tn (8){ 8(4 al ( + gatas.» )- astra be ee) 








‘(= (A,+4,)(1—4)a__ sin(A,—A,)(1 +e) 











(A, + 4,) (1 —#) (A, — 4,)(1+4) 
sin2A,a__ sin 24.4, a\ e42¢1\)~* | 
—( —_ = )+0(\-\)}} 
Ae~ 4: @a-8) 
=0(7 ai=ap)" 
Ist nun 
(126) Fig(t)|*at <1, 
0 
so wird 
8 8 Ags 
’ | 23 “ . s 
(127) ifnaacatis V fin dt—0(—) 
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und folglich: 


(128) |(@—1,) m(s) Jng(#)9(#)at| = o(7 7Euacan)” 





Analog erhalten wir: 





(129) (Rn) n(e) fn (a(Hat| = 0(———). 


. 
Fir { @*(*, s, t)g(t) dt ergibt sich unter Benutzung der Schwarzschen 
1U 
Ungleichung die Abschatzung*‘): 





(180) forct,e,nocoasl < V flor e,nitat-flow|tat 


<V fiers, n]tat=0(ja-™p. 
Aus (128), (129) und (130) folgt: 





(181) facat,«,1)9()at-0(-_ +). 





Um fac, 8,t)g(t)dt abzuschitzen, zichen wir die Ungleichungen 
(99) und (101) heran, aus denen folgt: 


(182) (ef bel 9 44] < 180 O(a) 
2(a*), S| my |* at mn ¥ “eis i 





und ebenso 





(188) | m(¢) f rn(#)9(¢)dt|-0(—_+___), 


A, y A, (A? — A?) 
so da8 wir schlieBlich zu dem Resultat gelangen: 





4 pe 1 = ol thekee: KAM 
(184) | [604 6,1) 0()at| = 0 (aa) = 9 (Gaza) 
6. 
Sei &, ein Kreissektor in der komplexen i-Ebene, dessen begrenzende 


Radien AB und AC von der Linge S den Geraden 4, = 0 und 4, = 4, 
im Abstande 


SE ————___— 


*) Vgl. G. D. Birkhoff, Trans. Am. Math. Soc. 9, 8. 373f. J. Tamarkine, Rend. 
del Circ. Mat. Palermo 84, 8S. 345f. 


18* 
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(135) e= e-8% 
parallel laufen (Fig. 2). Dann ist 


(136) Jocute.na(eae 


~ anf = Jen 8,t)g 


Mit wachsendem S konvergiert 

Fig. 2. der Beitrag, den das Integral langs 
des Bogens BC liefert, gegen Null. Bedeutet daher W, den Weg CAB, 
so geht (136) iiber in 


- : 1 di f P . 
(137) Jou, 8,t)g(t)dt ~ ling # feu, 8,t)g(t)dt. 
0 8s 0 

















Entsprechend wird 








oe "i 
(138) 0—lim 5+ { 74 Jace 8, t) g(t)dé, 
Ws 
— % a f 
(139) 0 lim gi J atin) OC 8, t)g(t)dt, 
Ws 





(140) 0 = lim a J 1 
s8=« 


‘| a a‘, 8, t)g(t)dt 
° 
und durch Addition von (187) bis (14 


0) 





P 1 (48 ai 
(141) fou ay t) 9(t)dt = tim 54 fF 3 fous 8,t)g(t)dt. 
c Ws 
Diese Gleichung kénnen wir wegen der Identitaét (114) auch schreiben: 


at 


(142) f(s) = lim 54, | Je +f atarf oie, t) f(a). 
Ws 0 


Da f(s) reell ist, ietas der reelle Teil der rechten Seite in Betracht. 
Nun ist aber 


: 1 4i°d 
(143) iim mai | a ()=3 f(s), 
=z Ws 


so daB wir zu dem folgenden Frgebnis gelangen: 
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Jede viermal stetig differenzierbare, im Intervalle (0, ©) absolut 
quadratisch integrierbare Funktion f(s), fur die f(0)= f” (0) =O ist, 
148 sich darstellen durch: 


(144) f(s)= tim 2 f 4a" ail act, 8,t) f(t)dt 
— Ws 0 
= Him mj J 424d J (n4(0) Boat) + ma(0) a(t) FDA 
8s 0 


+ lim & J, faataaf(ng(t)n(#) — y(t) n, (8) 
=O Ws 0 


+ n, (#), (8) — m, (#) m4 (8)) F(t) at. 
Der zweite Ausdruck rechts verschwindet. Um dies zu zeigen, schitzen 
wir den imaginaren Teil u, von: 
(145) wu, + fu, = y(t) 5 (8) — my (t) 0, (8) + my (t) 05 (8) — 21 (t) m (8) 
ab. Integrieren wir lings eines endlichen Weges W, = 0” C' 0 B' B”, wo 


B’ und C’ fest und C’C” und B’ B” gerade Strecken von der Lange e 
sind (Fig. 2), so ist 


(146) time, f 428aa(u, +-iu,) f(t)dt=0. 
— Ws ti) 


Wir kénnen uns daher auf die Strecken CC” und B”B beschrinken, fiir 
die die Birkhoffschen Abschitzungen gelten. u, ist ein Integral der 
Differentialgleichung 


(147) 2 (u,) + (a*), uy = — (a*)gu,, 


das fiir s —¢ mit seinen Ableitungen verschwindet, wie unmittelbar aus 
(145) und der Normierung hervorgeht. 
Sind daher v,, v,, v,, v, vier linear unabhangige Integrale von 


(148) L(r)+ (4), v=0, 
so hat das allgemeine Integral von (147) die Gestalt: 


| uy (2) = + f Soir) V,(4) (aa (rade, 
¢ t=1 


| wo die V,; ebenfalls vier linear unabhangige Integrale von (148) sind. 
| Diese sind aber lings W, vom Charakter e5*, was auch von u, wegen der 
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Abschitzungen fiir die 7 gilt, wahrend (4*), = O(e-8°"8*) ist, so da8 man 
erhalt : % 
ts, (8) = O(8" e'#*-*") = O(8*e~*), 
woraus das Verschwinden unseres Ausdrucks folgt. 
Wir erhalten somit das folgende Resultat: 


Jede viermal stetig differenzierbare, im Intervall (0, 0c) absolut 
quadratisch integrierbare Funktion f(s) laft sich darstellen durch 


(149) f(e) —lim® +f gataaln(s) {a crceyae+t ne (8) f B, (#) f(t) ad 
Ws 0 0 


= lim % Z; | 42° da [n, (8) f (ns (t) + & g(t) + Mn, (#)) f(t) at 


8 


+n, (6) fm (4) + M(t) + Rn, (6) f (8) ae]. 


7. 


Um die allgemeinen Entwicklungen an einem einfachen Beispiele zu 
veranschaulichen, behandeln wir kurz den Spezialfall g—=r=—0, so daB 
unsere Differentialgleichung (107) iibergeht in: 


e d‘*u 4 


Die in (108) definierten Integrale nehmen die Gestalt an: 
m,(8) = 4 (008 As-+cosiAs), (e4= A), 
N, (8) = 57 (sin As — isiniAs), 


(151) 1 
ms (8) = a (— cos As +- cosi As), 





n, (8) =—(- sin As — isini As). 


Die Integrale 8, und £, bestimmen sich am einfachsten aus der Eigen- 
schaft, im Intervall (0,00) bei komplexem 4‘ mit positivem Imaginarteil 
absolut quadratisch integrierbar zu sein, derzufolge 2, M, RN so bestimmt 
werden miissen, da® die Koeffizienten von e~*4* und e** Null werden. 
So wird: 


1+i 1-i _ Attys 
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Bs(8) = 5 +24 + Mn = — —(e8** — e~“*), 


(153) 


B, (2) = 1, +My + m= > (084! + e744). 
Die Greensche Funktion wird in diesem Falle: 
(154) G(i*, 8,8 t) = = { ief4*(e ef4e — go 844) At(e" 4*_ 64*)} fir a St, 


=7,3 aaa { ief4*(e tAt e $44 — ome (e"“*— e@*)} fire <8, 
wahrend die unter den angefiihrten Beschrankungen willkiirliche Funktion 
f(s) die Darstellung gestattet: 


(155) f(s) = lim RJ, <A {(et4* — ¢~*4) fic*¢ nat 


—(¢"4* — ot) fem4*7( at}. 


Man iiberzeugt sich leicht davon, da8 £,, 8,,,, 7, fiir reelle 4 reell 
sind, so daB das Integral in (155) iiber die reelle Achse verschwindet. 
Also liegt das Spektrum der Differentialgleichung (150) auf der Halbachse 
der reellen negativen 2‘. 


(Eingegangen am 1. 8. 1920). 








Beweis des kubischen Reziprozititsgesetzes mit Hilfe 
der elliptischen Funktionen. 


Von 


Lothar Koschmieder in Breslau. 


In dem Aufsatze: Application de l’Algébre @ |’Arithmétique trans- 
cendante beweist Eisenstein') das quadratische und das biquadratische 
Reziprozitatsgesetz mit Hilfe der trigonometrischen und der lemniskatischen 
Funktionen. Er fiigt die Bemerkung hinzu, da8 man, um das kubische 
Reziprozitaétsgesetz zu gewinnen, an Stelle der bei den genannten Beweisen 
benutzten Differentialgleichungen dz = dv V1 — z* und dz = dvV1 — x* 
die folgende: dz =- dvV1 — x* m betrachten habe. Henry J. 8. Smith*) 
bedauert, da8 Eisenstein nicht naher auf diesen Gegenstand eingegangen 








sei, zumal keine das Integral Jas entsprechend behandelnde Arbeit 
vorliege. Diese Liicke auszufiillen ist Aufgabe der folgenden Zeilen. 


§ 1. 
Die transzendente Hilfsfunktion yw. 
Als transzendentes Hilfsmittel zum Beweise des arithmetischen Satzes 


verwenden wir nicht die erwahnte von Eisenstein angegebene Differential- 
gleichung, sondern die folgende 


(1) Vidu = —*_; 

(1- x*)8 
dieses Differential besitzt namlich im Gegensatz zu dem ersten die fiir 
unsern Zweck spiter (vgl. (13)) wesentliche Eigenschaft, bei der Sub- 
stitution z = ¥ seine Form (vom Vorzeichen abgesehen) zu behalten. 


*) Mathematische Abhandlungen, Berlin 1847, S. 121 ff. 


*) Report on the theory of numbers (Collected mathematical papers, Oxford 
1894) S. 91. 
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Man bestatigt leicht*), daB das Integral der Differentialgleichung (1) 
eine dquianharmonische Funktion, namlich in der WeierstraBschen Be- 
zeichnung 





2 = 2 (ut+e)—v8 

gp’ (u+v)+y3’ 
(2) 1 P 
9,= 9, g, = 1, =a es = €e,, €, = ee, 


ist, wenn wv einen Festwert und « eine komplexe dritte Einheitswurzel 
bedeutet, so da8B etwa die GréBen 





ds 
20 = 9| afin 


es 


und 2e@ als Hauptperioden der elliptischen Funktion gewahlt werden 
kénnen. Im besonderen fiihren wir 








a hah dink 
©}. eet 
eae ——2yg—2%_ 9~ 
»(u—=2) p’(u—"2) 48 pu—y3 5 


als Hilfsfunktionen unseres Beweises ein, deren Eigenschaften wohl auch 
iiber diesen Zweck hinaus Beachtung verdienen. Es ist 


(4) pu? = av u, pu®+ypui=1 5), 
V 
. yw 1 
(5) v(—u)=—=, o(- = =. 


Aus der einfachen komplexen Maultiplikation der Aquianharmonischen 
g - Funktion *) 


gp(eu)=epu, gp’ (eu)——'u 
folgt 
(6) g{eu)=—qu, wyleu)—eypu 
und 


(7) (w+ *F(1—e)| =epu, p [w+ “2 (1—e*)| = e* pw. 


3) Zur Uberfiihrung dieses und verwandter Differentiale in die elliptische Normal- 
form vgl. O. Réthig, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 56, S. 198 ff. 


*) Greenhill, The applications of elliptic functions, London 1892, p. 253, ex. 2. 
5) Es ist pu*=(@(u))* zu lesen und entsprechend in éhniichen Fallen. 
*) Greenhill, a. a. O. S. 203. 
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§ 2. 
Die komplexe Maltiplikation der Funktionen gu, yu. 
Von dem Additionstheorem der Funktionen gu, yw’) 


eu gpu(pu—gpv)+yuyr(yu—yv) 
o(¥ +0) = ee—gpv—yuyu(puyv—yuPgr) ’ 

_ Ya — yo+ puppy (puyr—yuer) 
v(s+9)= Pu —pv—ypuyr(puyv—yugr) 





(8) 





kann man, was wohl bisher noch nicht geschehen, zur Multiplikation des 
Arguments mit einer natiirlichen Zahl iibergehen. Setzt man in (8) 
«=v, so erhilt man die Verdoppelungsformeln 





‘1 2gut—1 
9(28) = FS Geet 

_¥™ 2—yu' ae yu?—2 

y(2u gu i+w’ y(— 2u) = yu, —tyu®? 


weiter ergibt sich 
si ; +8ou*—6pu*+qpu® 
(3) —69u?+Soput+gu®’ 





l1—wpu'+yu*® 


v(3u) = Spuyu a —éyutiyer 





Es sind also y(2u), p(3u) und wegen (4) “, we rationale Funk- 
tionen von yu. Da aus (8) zu ersehen, da& fiir ganzzahliges k y((k+-1)), 


Wieros) sich rational durch gu ausdriicken, wenn dies fir p(ku), eee) 


gilt, so sind (ku), nike) rationale Funktionen von ou, von deren be- 
sonderem, schon in den Formeln fiir y(2u), y(—2u), p(3u) zutage 
— Bat noch die Rede sein wird. 

ie ganzzahlige Multiplikation der Fenktionsn pu, yu ist als Sonder- 
fall in ae komplezen Multiplikation enthalten, die man gleichfalls aus 
dem Additionstheorem erhalt: Ersetzt man in (8) u durch ku, v durch 
leu, wo k und | natiirliche Zahlen sind, so findet man mit Benutzung der 


Formeln (6) und des eben fiir p(ku), (lu), ve), v (ts) gewonnenen 
Ergebnisses, da8 fiir 








ktle=p 
P (uu) tnd ¥iM™) rationale Funktionen von pu sind, deren Form wir 


durch Betrachtung der Nullstellen und Pole der Funktion y() ermitteln. 
Dabei beschrinken wir uns auf ausgezeichnete Werte der komplexen ganzen 


*") Ebd. 8. 147. 
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Zahl uw, die wir so erkléren: m sei eine natiirliche Zahl von der Form 
3m’-+-1; dann gibt es unter den sechs assoziierten*) Zahlen mit der 
Norm m eine ~ von der Form 3g+1-+ 3he; diese heiBe die ausge- 
zeichnete. 

Fiir die aquianharmonische g-Funktion gilt g’ (= 2m) = + V3 °); 


die fiir die rationale Darstellung von o(uu) = Sten durch pu in Frage 
kommenden, samtlich einfachen Nullstellen und Pole dieser Funktion 


sind daher durch die inkongruenten unter den Werten 





(9) v= 1 (74+ 2i0), 
(10) w=+(—*4 210), 
A=p+ge 


mit ganzen reellen p und g gegeben. Da die Kongruenz zweier Werte 
v,v’ (w,w’) nach den Perioden die Kongruenz der zugehérigen komplexen 
ganzen Zahlen 1, 2’ nach dem Modul » nach sich zieht und umgekehrt, 
da ferner in (10) der Wert 4= —(g+he) einen Pol der Funktion gu 
selbst liefert und deswegen ausscheidet, ist der Grad des Polynoms Q(¢ 1%) 
gleich der Anzahl der Mitgliejer eines vollstandigen Restsystems (mod. ,) 
mit Ausschlu8 einer Klasse, also gleich m—1. Der Grad des Polynoms 
P (qu) ist m; in (9) sind simtliche inkongruenten A zulissig, unter denen 
im besonderen der Wert i=g + he den Faktor pu — p= =u liefert. 

Bedeutet v eine bestimmte Nullstelle von g(uu), so sind mit v auch 


v, =ev+ Fe (e— e*) = : [Ft 2e20 + 2em((1 —e)(g+he)+ 1)| : 

v, = ev +72 (ete) =; Fr + 2e%w + 2e%w((1—e*)(g-+he) +1)| 
Nulistellen dieser Funktion. Dabei sind die Werte v,v,,v, paarweise 
inkongruent, auBer wenn v ein Periodendrittel ist. Dieser Fall liefert den 
fiir sich stehenden Faktor mu des Zahlers; seine iibrigen Faktoren pu — pv 


schlieBen sich gemaS (7) zu ™—* Produkten von je dreien der Form 
(pu — pv) (pu— pr,) (pu — pr) 
= (pu— pv) (pu—epr)(pu—e*pv)=—pu*—gr® 
zusammen. In gleicher Weise erkennt man den Nenner als rationale 
Funktion von gu’. 


*) Bachmann, Die Lehre von der Kreisteilung, Leipzig 1872, S. 187. 
*) Greenhill, a. a. O. 8. 816. 
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Da es nach (9) und (10) zu jeder Nullstelle » der Funktion 24 


einen Pol w von der Art gibt, daf wii 
(11) v=—w 
ist, kann man 

(uu) =Cou J] 3" 


gu '—gpw* 





setzen; wegen ~( = 1 findet man durch die Annahme u=( den Fest- 
wert C der Einheit gleich. Aus dem Ergebnisse 


1—gu® ew* 
pu'—pw* 


(12) p(uu)=— pu 


erhalt man mit Hilfe der aus (3) folgenden Beziehungen 
1 1 


re eee)” ole) 


pu=—, ¢— 702, o=A+g+he 


und der Tatsache, daf der Wertedreiheit w, w,—ew—*°(1—e), 
w, = e* w — 21 — e*) die andere ¢, ¢, = ef, t, = e*t entspricht, die end- 
giltige Formel fiir die komplexe Multiplikation der Funktion yu 


(18) v(uu)—yu J] Ye —¥"; 


dabei wird iiber die § (m — 1) Reste o der einen Gruppe eines vollstan- 
digen Restsystems (mod. ~) (mit Ausschlu8 der Nullklasse) multipliziert, 
dessen beide andern Gruppen von den Zahlen eo, e*g9 gebildet werden’). 
In der Gestalt 

(188) y(uu) z*—a? 200 


wu ae ite ee. ap ee 


entspricht die Gleichung (13), die auf Grund der im Eingang vom § 1 ange- 
gebenen Eigenschaft auch aus der Differentialgleichung -— ae 
ai—y)t (1—2)f 

durch Ubergang zu den reziproken Werten der Veranderlichen gewonnen 
werden kann, vdllig der Formel von Eisenstein fiir sin am mv im lemnis- 
katischen Falle**). 

*) Bachmann, a. a. O. S. 191. 

*) a. a. O. S. 126. 
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§ 3. 
Das Reziprozititsgesetz der kubischen Reste. 


Die Zahlen @ mégen ein Drittelrestesystem der komplexen Primzahl 
u bilden. Die Reste der Produkte der Zahlen 9 mit einer durch yu nicht 
teilbaren Zahl » sind zum Teil Zahlen 9’, zum Teil Zahlen <0’, e*9’, 
wenn go’ zum Drittelrestesystem gehért. Man kann dies nach (6) durch 
die Formel 


2¥e@ 


vo=o’ (mod. «) 


a a 
20’ a 
x 

ausdriicken. Durch Multiplikation der den }(m— 1) Resten 9 entspre- 

chenden Kongruenzen und Division des Ergebnisses durch die durch u 

nicht teilbare Zahl [79 = ITo’ findet man 


» 2vew 
ytim—n) — JT - ss (mod. 1) 
e Y~s 
und, wenn auch y eine von 1 —e verschiedene komplexe Primzahl be- 
deutet, deren n— 1 Reste sich auf die drei Gruppen a, eo, e*o verteilen, 





2ucm 


¥ sd 
pie-» oe 5 ~2—Ss (mod. »). 


¥ 


Der Vergleich der jetzt bei ausgezeichneten Werten von u und » aus § 2, 
(13a) folgenden Formeln 


bie) = ——f an y 20 
’ =I ap (modu), «e=y--, 


ios TEES, (mod, pay? 














liefert bei Anwendung der iiblichen Bezeichnung des kubischen Charakters 
£) .. (2) ¢— (m—1) }(n—1) 
[5] “v Lil ( sin A. 


Da m und nm Zahlen von der Form 6n-+ 1 sind, ergibt sich das Rezi- 
prozitatsgesetz der kubischen Reste fiir zwei ausgezeichnete komplexe 
Primzahlen in derselben Form 

te A 

[| a E] , 


in der es fiir zwei primdre solche Zahlen gilt**). 


12) Bachmann, a. a. O. S. 198. 


(Eingegangen am 1. 10. 1920.) 





Uber Kreise und Kugeln im Riemannschen Raum. 
(Erste Mitteilung. ) 
Von 


B. Baule in Hamburg. 


Inhalt. 
I. Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten. 
. Problemstellung. 
. Die Metrik der krummen Filache. 
. Die geodatische Kriimmung der Kurve r = r(¢). 
. Die Entfernungskreise r = konst. 


or em tO) Om or 
a - © DO = 


. Die Kriimmungskreise : = konst. 


II. Mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten. 
6. Problemstellung. 
7. Die mittlere Kriimmung einer Flache. 
8. Koordinaten. 
Riemannsche Normalkoordinaten. 
Normierung des Linienelementes. 
Kriimmungstensor. 
Richtungsinvariante und Ortsinvariante der Kriimmung. 
Raum konstanter Kriimmung. 
Polarkoordinaten. 
§ 9. Die Kugeln r = konst. 


§ 10. Die Flichen 5 (=-+—) —konst. im R,. 
. i 1 1 1 
§ 11. Die Flachen sai(-t+it — 


mam 





! ) = konst. im R,. 
On —1 


Die vorliegenden Untersuchungen beziehen sich auf die Geometrie im 
»kiemannschen Raum“, in dem die MaSbestimmung dadurch festgelegt 
wird, da8 das Quadrat des Bogenelementes als eine beliebige positiv definite 
quadratische Differentialform mit veranderlichen Koeffizienten gegeben ist. 
Es wird unter anderem gezeigt: 
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1. Nur auf den Flaichen mit konstantem GauSschem Kriimmungsmab 
gibt es geschlossene Kurven mit konstanter geodatischer Kriimmung, 
die sich bei Wahrung ihrer Eigenschaft auf jeden Flachenpunkt 
zusammenziehen lassen. 

. Nur in den Raéumen mit konstantem Riemannschem Kriimmungs- 
ma8 (Kriimmungstensor) haben die geoditischen Kugeln r = konst. 
in jedem Flachenpunkt dieselbe mittlere Kriimmung. 

8. Nur in Raumen mit konstantem GauSschen (skalaren) Kriimmungs- 
ma8 kann es geschlossene Flachen mit konstanter mittlerer Kriim- 
mung geben, die sich bei Wahrung ihrer Eigenschaft auf jeden 
Raumpunkt zusammenziehen lassen. 

In einer folgenden Arbeit werden verwandte Probleme behandolt’'). 


to 


L Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten. 


§ 1. 
Problemstellung. 


In der euklidischen Ebene kann man den Kreis auf zweierlei Art 
definieren : 

1. als Ort aller Punkte, die von einem gegebenen Punkte die gleiche 
Entfernung haben, 

2. als Kurve konstanter Kriimmung, oder, was auf dasselbe hinaus- 
lauft, als Extremale des isoperimetrischen Problems. 

Geht man von der ebenen Geometrie zur Geometrie auf einer krummen 
Flache iiber, so behalten beide Arten der Definition ihren gaten Sinn, und 
es fragt sich: Welche Kurve soll man auf der krummen Flache als ,,Kreis“ 
bezeichnen, die auf die erste, oder die auf die zweite Art definierte? 

Es soll der kurzen Ausdrucksweise halber, entsprechend den beiden 
Definitionen, zwischen ,,Entfernungskreisen“ und ,,Kriimmungskreisen“ 
unterschieden werden. 

Es liegen die Fragen auf der Hand: 

I. Wie muB8 die Flache beschaffen sein, damit die Entfernungskreise 
zugleich Kriimmungskreise sind? 

II. Wie mu8 die Flaiche beschaffen sein, damit die Kriimmungskreise 
ebenso wie die hinreichend kleinen Entfernungskreise saimtlich ge- 
schlossene Kurven sind, jene also vor diesen nichts voraus haben. 
Die Flache werde als analytisch vorausgesetzt. 


1) Die Fragen, die hier und sp&ter untersucht werden, sind zum groBen Teil 
von W. Blaschke aufgeworfen worden. Ich will nicht unterlassen, ihm an dieser 
Stelle fiir die reichen Anregungen, die ich im letzten Jahr von ihm erfahren habe, 
zu danken. 
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§ 2. 
Die Metrik der krummen Filache 


kann auf verschiedene Weise gegeben werden. Sie ist einerseits bestimmt, 
wenn man das Bogenelement ds bezogen auf irgendein Koordinatensystem 
der Flache kennt, andererseits, wenn die GauSsche Kriimmung der Flache 
als Funktion des Ortes bekannt ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
wenn in einem Flachenpunkte die Kriimmung und ihre simtlichen Ab- 
leitungen nach der geoditischen Entfernung r von dem betr. Punkt, K,, 
(*). (5). +, gegeben sind. 

Legt man als Koordinaten auf der Flache Polarkoordinaten zugrunde, 
indem man einen beliebigen Flichenpunkt O als Nullpunkt und eine be- 
liebige Richtung in ihm als Nullrichtung wahlt und jeden Punkt der 
Flache durch seine geodatische Entfernung r von O und durch den Winkel » 
bezeichnet, unter dem die den Punkt mit dem Nullpunkt verbindende 
geoditische Linie im Nullpunkt einlauft, so nimmt das Bogenelement nach 
GauB8 die Gestalt an 


(1) ds*=dr*+ G(r, p)dq’. 





Durch G(r, y) ist dann die Metrik der Flache vollstandig bestimmt. Das 
GauBsche Kriimmungsma8 K(r,q) der Flache im Punkte r,q@ driickt 
sich durch G(r, ~) folgendermaBen aus: 


1 a* VG(r, ¢) 


 V@Cr,¢) _or* 


Ist umgekehrt K(r, ~) gegeben, so ist (2) eine Differentialgleichung 
fiir VG(r,~). Thre Lésung ist vollstindig bestimmt, wenn noch zwei 


Nebenbedingungen fiir V@G(r, ~) vorhanden sind, die die beiden in der 
allgemeinen Lésung von (2) auftretenden willkirlichen Funktionen von » 
festlegen. 

Zwei solche Nebenbedingungen fiir V@(r, y) sind vorhanden. Da im 
Unendlich-Kleinen jede krumme Flache als eben angesehen werden kann, 
jeder Kreis also beim Zusammenschrumpfen seines Radius in einen ebenen 
Kreis iibergeht, so mu8 der zum Winkel  gshérige Bogen des Kreises 
r = konst. in der Grenze r —- 0 zu nul] werden, fiir jedes m; und es mu8 
die Anderung des Bogens mit dem Radius in der Grenze r — 0 gleich p 
werden fiir jeden Wert von 9 


(2) K(r,9)= 








? 


lim { VO(r, ede =0; lim [Pevae, 
r=0 raue r 


0 
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d.h. es muB ~ 
(3) (VG (r, p))o= 0; (2vGtn9)) 


or 
sein. Diese beiden Nebenbedingungen zu (2) hinzugefiigt gestatten G(r, py) 
aus K(r,p) eindeutig zu bestimmen. 
Fir K = konst. laBt sich die Lésung von (2) sofort hinschreiben. 
In diesem Falle ist (2) die Differentialgleichung der harmonischen Schwin- 
gung, und es ist, unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen, 
(4) VG(r, ¢) = --sin(VKr). 


vK 





Ist K = K(r,q@) gegeben, so kann man, da nach (3) (V@), und 


(218) bekannt sind, die folgenden Ableitungen von VG an der Stelle 0 


aus (2) der Reihe nach berechnen und fiir V@ die Reihenentwicklung 
im Nullpunkt angeben. Es ist 


(VG). =0; (278) 1; (28) — 0: 











or or* 
“Bln (GE) ~—a 
(27 “We a Ky; or — oe 2(°").. 
sodaB 
7 2 (0K) 
(5) VG(r, gp) =r — Fert — (SE) ett 
und 
* 4 K \ ” 
(6) ds*—dr* +r2(1— Aer -- - (SS) re +...)dg?. 
§ 3. 


Die geodiatische Kriimmung der Kurve 7 = r (@) 


bestimmt sich bei bekanntem G(r, gm) aus 


G re" @yG 
g eve (1 - a -)- Gr'sr 70 v~ 
1 od G v6 Te 


or 


(7) 7 Ta ae - 

Darin bedeutet r’ und r” die erste und zweite Ableitung von r nach ¢*). 
Ersetzt man VG(r, g) durch den gefundenen Ausdruck (5), so be- 

kommt man die geoditische Kriimmung der Kurve r = r(q) fiir die auf 


die ‘vertiggente Art durch K,, (S), . .. gegebene Flache. 


*) Die Formel (7) ist aus der Formel von Bonnet fiir die geoditische Kriim- 
mung einer Flichenkurve (siehe etwa L. Bianchi, Difierentialgeometrie 1910, § 76) 
sofort herzuleiten. 
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Es ist 
VG =r(1— Fer? — 5 (FF) e+...) 
Bt BOB) e+. 
(8) 2x8 = -F i (ar), ee 
om et(— Be hE Lt.) 
am a(lt Bet a(se),P°— ---) 
gum a(lt grt 4 (5e),0+ =) 





in (7) eingefiihrt, wird 


(9) Pa BoB) oe) ee ee hOB. 


a 








f r? 3 31 \dr 
—F (1+ Br'+5:(F),0° + ) — ate (Gr be” + } 
(Oe BOE ee) 





§ 4. 
Die Entfernungskreise 7 — konst. 


Die geodatische Kriimmung der Entfernungskreise ist nach (9): 


(10) 11; Res 1 (08) oo, 


Daraus folgt: 

Die Entfernungskreise r = konst. haben nur dann konstante geodatische 
Kriimmung, wenn (==) von q unabhangig ist. D.h. aber, im Null- 
punkt mu8 K stationar sein. Da nun der Nullpunkt ganz beliebig auf der 
Flache gewahlt war, so folgt, daB die Kriimmung K auf der ganzen Flache 
konstant sein mu8. Diese Bedingung ist bekanntlich auch hinreichend. 

Nur auf den Flachen konstanten Kriimmungsmafes haben die Ent- 
fernungskreise konstante geoddtische Kriimmung, sind also die Entfernungs- 
kreise zugleich Kriimmungskreise. 

Thre Kriimmung ist 





(11) ~ = VK ctg(VKr), 
bzw. ihr Radius durch 9 ausgedriickt: 

1 - K K? 
(12) rm egy ee) e — yet 5 o* — 
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§ 5. 
Die Kriimmungskreise . = konst. 


Die Gleichung (7) bzw. (9) stellt die Differentialgleichung der 
Kriimmungskreise 1:9=konst. dar. Es handelt sich darum, diese 
Differentialgleichung fiir eine beliebige Flache, d.h. ein beliebiges K (r, p) 
zu lésen. 

Im Unendlich-Kleinen ist jede krumme Fliche als eben anzusehen, 
d. h. im Unendlich-Kleinen fallen auf jeder Flache die Kriimmungskreise 
mit den Entfernungskreisen zusammen, die ihrerseits in ebene Kreise 
iibergehen. Jede Schar von Kriimmungskreisen endet also bei Unendlich- 
Kleinwerden ihres Parameters 9 in einer Schar von ebenen Entfernungs- 
kreisen. Es gibt somit eine Schar von Kriimmungskreisen, die die un- 
endlich kleinen konzentrischen Kreise um den Nullpunkt in sich enthalt. 
Diese Schar hat die Gleichung 


(13) r=o0+b6(p)0?+¢(y)0*+d(ep)o'+..., 





worin b(@), c(m), d(m), ... noch unbekannte Funktionen von ¢ sind. 
Es handelt sich fiir uns darum, diese Funktionen zu bestimmen und fest- 
zustellen, wie die Flache, d.h. das K(r, qm), beschaffen sein mub, damit 
sie alle periodisch sind in » mit der Periode 27; nur dann sind die durch 
(13) dargestellten Kriimmungskreise nach einem Umlauf geschlossen. 

Gehen wir mit (13) in die Differentialgl. (9) hinein, so bekommen 
wir eine Identitaét in 9, und eine Koeffizientenvergleichung liefert uns die 
erforderlichen Differentialgleichungen fiir unsere unbekannten Funktionen 
b(y), €(y), d(), »-. 

Zunachst sei jedoch der kiirzere Ansatz: r—o9+5(q)0*, r’=b'(¢) 0; 
r” — 6" (@)@?, in (9) eingefiihrt. Indem wir demgemaB alle héheren als 
1. Potenzen von g gegen 0. Potenzen vernachlassigen, erkennen wir sofort, 
daB alle die Glieder in (9), die von der Kriimmung der Flache herrihren, 
nicht in Wirkung treten. Es wird einfach 


(14) ~=={1—(b+b")e+...}, 


d. h. in zweiter Naherung ist die Geometrie der Flache noch als euklidisch 
anzusehen, was man iibrigens auch direkt aus dem Linienelement (6) 
hatte entnehmen kénnen. 


b=0 ist eine Lésung der aus (14) folgenden Differentialgleichung 


I. b°+b6=0. 
19* 
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Wir diirfen also fiir die Lésung der Differentialgl. (9) den Ansatz 
machen: 


(15) r=o+c¢(p)o*+d(y)oe* + 


Gehen wir nunmehr mit diesem Ansatz (15) in die Gl. (9) hinein, 
so wird: 


—<(1—cg*—de*—.. ){(1— 480" (F), e*+ ---)(I1+(e) +...) 
— p*(e”+d"0+...)(1—co*—do* —...)(1+ $e*+ 55 (3), e*+...) 
= (0) +. }-1+(0)+..} 


(16) t= ifi— (c++ 3) o*— (d+a"+ i(3r)e*—--+}- 





o\|- 





or J 
Wir bekommen somit fiir c(y) und d(q) die Differentialgleichungen: 
I. e*+e=— — 


- Il. a’ '+¢=-3(F)-. 


Die Gleichung II hat wie I nur periodische Lésungen in g von der 
Periode 22. Sie sagt aus, daB in 3. Naherung jede Flache als Flache 
konstanter Kriimmung angesehen werden kann (vgl.(12)). Die Gleichung ITI 
dagegen hat keine periodische Lésung mehr. [III ist die Differentialglei- 
chung der erzwungenen Schwingung mit Resonanz. Da namlich K (r, p) eine 


Ortsfunktion ist, so hat °* an jeder Stelle in einer Richtung einen Maximal- 
wert und in jeder zu dieser Richtung unter einem Winkel p geneigten 


Richtung den Wert \s- + he cos. Es ist also 

(18) Ul. a’ "+d=—}| ka £08 9 

ihre Lésung ist: 

(19) a—-3|F Fy P sin? + A cosy + Being. 








Es mu8 also, damit III eine periodische Lésung hat, notwendigerweise 
(5) =0, die GauBsche Kriimmung der Fliche im Nullpunkt also 
0 
stationar sein. Da der Nullpunkt kein ausgezeichneter Punkt der Fliache 
war, so folgt, daB die Flache notwendig eine Flache konstanter Kriimmung 
sein mu, damit die Kriimmungskreise sdmtlich geschlossen sind. 
Es findet damit eine Behauptung von G. Darboux*) ihre Bestatigung. 


%) G. Darboux, Théorie des surfaces, 3 (1894), S. 151. 
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IL Mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten. 


§ 6. 
Problemstellung. 


Wie in der euklidischen Ebene den Kreis, so kann man im euklidischen 
Raum die Kugel auf zweierlei Art erkliren: 1. als geometrischen Ort 
aller Punkte, die von einem gegebenen Punkte dieselbe Entfernung haben; 
2. als geschlossene Flache konstanter mittlerer Kriimmung, wobei die mitt- 
lere Kriimmung einer Flache entweder als arithmetisches Mittel der Haupt- 
kriimmungen oder durch die erste Variation der Oberfliche definiert ist. 
Wir wollen im folgenden die zweite Art der Definition fiir die mittlere 
Kriimmung zugrunde legen (Genaueres dariiber in § 7). 

Gehen wir aus dem Raum mit euklidischer Geometrie in einen Raum, 
dessen Geometrie durch eine beliebige positiv definite quadratische Form: 
ds* = 249,,dz,dz, gegeben ist, so haben auch hier die Begriffe ,,Ent- 
férnung“ und ,,mittlere Kriimmung“ ihren guten Sinn, und es liegen die 
Fragen nahe: 


I. Wie muB die Metrik des Raumes beschaffen sein, damit die auf 
die erste Art als ,,Entfernungskugeln“ definierten Flachen konstante mitt- 
lere Kriimmung haben? 

II. Wie muB die Metrik des Raumes beschaffen sein, damit es in 
ihm geschlossene Flaichen konstanter mittlerer Kriimmung gibt, und zwar 
derart, da8 sich diese geschlossenen Flachen konstanter mittlerer Kriimmung 
auf jeden Raumpunkt zusammenziehen lassen ? 


§ 7. 
Die ,,mittlere Kriimmung“ einer Flache 
sollte definiert sein durch die erste Variation der Oberflache dieser Flache. 
Genauer: Verschiebt man jeden Punkt eines Oberflachenelementes dO der 
Flache um ein kleines Stiickchen dn in Richtung der Flaichennormalen, 


a dividiert durch 
— 26n, als ,,mittlere Kriimmung“ der Flaiche an der Stelle von dO bezeich- 
net werden. Wir schreiben 

Lz 1 1 6d0 
ad z(¢ +3) —a55 20" 


o \0, 02 


so soll die proportionale Anderung der FlachengréBe 





Die Schreibweise, die auf die andere Definition der mittleren Kriimmung 
als arithmetisches Mittel der Hauptkriimmungen deutet, soll ungeachtet 
dessen beibehalten werden. 
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Allgemein sei die mittlere Kriimmung einer (n — 1)-dimensionalen 
Flache im n-dimensionalen Raum erklart durch: 


l 1 1 —1 6d0 
(21) (+ o+--+o—) Gaye a" 


n—1 Oe On-1 





Diese Definition der mittleren Kriimmung ist fiir jede Riemannsche Metrik 
brauchbar. Ist die Geometrie des Raumes gegeben durch ds* = 2 g,, dz,dz,, 
so ist die Geometrie der Fldche z;=z,(u,v), die sich in diesem Raume 
befindet, gegeben durch ihr Linienelement 


ds* = Edu* + 2F dudv + Gdo’, 





worin 


(22) B= >'g, 5259, Pedy, "; @ 


y Ox, Oy 
Vik ou au’ *kou dv’ ma Vik Fy av 





ist, und als ihr Oberflachenelement ergibt sich: 
(23) dO =(EG— F*)*dudv. 





Im Raum von n Dimensionen ist entsprechend das Oberflachenelement dO 
der n —1-dimensionalen Flache z; = z;(u, ...U,-1) 


(24) dO =|yy,|'*- du, du,...du,_, 


worin | y,,| die Diskriminante von dem ds* der betreffenden Flache darstellt. 
Zur Bestimmung der mittleren Kriimmung haben wir noch die Flachen- 
normale nétig. Die Komponenten der Flachennormale von der Lange 1 
seien £,,.&, &. Dann gilt: 
3 : ; 
(25) D Hinge bu = 9; Px? aa 0; D> Hr Fih. =1. 


ik ay 





Daraus sind die £; zu berechnen. 


Variieren wir nunmehr die Flaiche in der vorgeschriebenen Weise, 
indem wir setzen: 

af = 2,(u,v)+ dné,, 
so wird 


E*= 5’ 9% - ¥ = 5 (Gu+80u) 
=D (sin + 0m D78 52") (FE + Om SE) (FE + om FH) 
= B+ 26n >’ 9, a ae 7 bn S739, — ot + én > 9 §, 


B= 8+ O02 Seu t+ omit 2) 
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In gleicher Weise findet man die variierten Ausdriicke F* und G* 
von F und G. Man bekommt: 


E* = E—én-E'=E —ébn(2L +B), 
(26) F* =F —6n-F'=F — 6n(2M+F), 


G* = G — bn-G' = G — 6n(2N +4). 
Darin bedeuten: 


























b= — D0 te 0 B= — 5 b9n 5 50 
(27) aE > in (Far Set + SS); i= — J 8a ge 
oo — S95 ee G=— D's Yin ge ae 

69,= — > 6, 2. 








Es wird somit 
d0*=(B*@*— F*)"*dudv 
—d0—"* {E(2N+G)+G(2L+EB)—2F(2M+F)}dude 


1 6d0O 


und demnach die mittlere Kriimmung — a (dn—0) 





L _ 1 E(2N+G)+G(2L+E)—-2F(2M+F) 
(28) 3 +2 ~) yar EG-F* 

Die mittiere Kriimmung der (n—1)-dimensionalen Fldche 
w,(U,, Uy, --+) Un-1) tm Rawm von n Dimensionen berechnet sich ganz 
entsprechend. 


Bezeichnet man die Matrix des Linienelementes der Flache mit | y,, , 
so da8 


(26a) Yur =D on = om 


OU OU 


ist, bezeichnet man ferner die zum Element y,, gehérige Unterdeterminante 


der Matrix |y,,| mit I,,, und setzt man schiieBlich noch entsprechend 
den friiheren Bezeichnungen 


= Om, OF% Ox, Oxy 
— m= 2 D'9 Gik Fu, jm + 89 Vik Fan Fue’ 
so wird die mittlere ee der Flache x;(u,, U,,..., Un—1) 


(28a) anits += ~ + the -—}= =i 1 y Tur 


es -1) * as Yar’ \Yur| 
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§ 8. 
Koordinaten. 


Es sollen zweierlei Koordinaten nebeneinander benutzt werden, die 
Riemannschen Normalkoordinaten und geoditische Polarkoordinaten; diese 
zur Durchfiihrung der Rechnung, jene zur Deutung der Resultate. 

Riemannsche Normalkoordinaten. Das die Metrik unseres Raumes 
bestimmende Linienelement ds* = 2g,,dz;,dz,; ds* > 0 la8t sich immer 
so transformieren, da8 es fiir irgendeinen herausgegriffenen Punkt O des 
Raumes die Form hat: ds*=2dz}?. Wir haben dann im Punkte O 
ein orthogonales Dreibein festgelegt. Wir kénnen nun, bezogen auf dieses 
orthogonale Dreibein (bzw. n-Bein), jeden Punkt des Raumes durch seine 
Polarkoordinaten benennen, durch seine geoditische Entfernung r von O 
und durch die Richtung, in der der Punkt von O aus gesehen wird. Die 
Riemannschen Normalkovrdinaten sind dann erklart durch 


dz; )\ 


¥= (Sz), 
Die (2). sind die Richtungskosinus im Nullpunkt, 
awa. 
In diesen Koordinaten hat das Linienelement des Raumes die Form: 
(29) ds* =D dy3 + D) D>) Bir. re Pin Pro- 


Darin bedeuten: p;,=y,dy,—y,d@y;, und die §;, ,, sind Potenzreihen 
die die einzige Bedingung erfiillen miissen, da8 sie fiir kleine 





in den 


2i? 


y, konvergieren. 
a aa (1) . ota (3) 
(30) Pine = “e,re + Bie,reY, + Bik, re Yo + Bik,reYs + --- 


Bis. ve = : _ Pai. or — ¥,,. ki? Bix. 2. Bi, nares Bix, or ~ 


Durch die ,, ,, ist die Metrik des Raumes eindeutig festge- 
legt, umgekehrt sind aber die ,, ., durch die Metrik des Raumes 


noch nicht véllig bestimmt. Wegen der Identitat >) Pir Pre = und 
tkere 

Yi Per + Y- Pix + Ye P,-; = ist das erst der Fall, wenn man noch Nor- 

mierungsgleichungen fiir die Koeffizienten der §,, ,, hinzufiigt. Die am 

nachsten liegenden Normierungen, die ihren Zweck vollstandig erfiillen. 

lauten: 


(31 } 1. Ba.rot Bien t Ri.2°= 0; Z OP ears + Tete + 
pidininaiaeanes 8 





O Bir, at 


mst 4), 
oy, ) 


OU, 


*) Vgl. H. Vermeil, Math. Annalen 79 (1917), S. 289. 
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Fiir den Raum von 3 Dimensionen kommen nur die 2. Normierungs- 
gleichungen zur Geltung. Sie bedeuten fiir die BS ve: 


(32) se, 23 + Bge, a1 + Bia, 12 = 0 
fiir +k = 23, 31, 12. 

Die geometrische Bedeutung der ,,, und B;%,-, in den Potenzreihen 
$;,.-. 1aBt sich leicht erkennen. Setzt man alle y auBer y; und y, gleich 
null, sc wird das Linienelement der durch die Buchstaben i und & charak- 
terisierten geoditischen Flache fiir die Umgebung des Nullpunktes 

ds* = dy + dyy + %, iy ° Pie 
oder in Polarkoordinaten: 
ds*=dr*+r*(1+a, 7*)d¢g?. 


Ein Vergleich mit (6) zeigt, daB die a,, ,, bis auf einen Proportio- 
nalitétsfaktor nichts anderes sind als die GauSschen Kriimmungen der 
geodatischen Flachen ¢k im Nullpunkt. Es ist «,, ;, = — 3(K;,),. 





(33) Die Gesamtheit der a;, ,, stellt den Kriimmungstensor des Raumes 
im Nullpunkt dar. 


(34) Die £;2,, sind — das la8t sich ebenso leicht einsehen — die Ab- 
leitungen der Tensorkomponenten nach y, im Nullpunkt (wiederum 
nur bis auf einen Proportionalitatsfaktor). 


Die héheren Koeffizienten in den Potenzreihen §,, ,, hangen eben- 
falls in bestimmter, einfacher Weise mit den Ableitungen der Tensor- 
komponenten im Nullpunkt zusammen’). 


Durch einmaliges Verjiingen des Kriimmungstensors bekommt man 
die Richtungsinvariante der Kriimmung, z. B. 


bei 3 Dimensionen fiir die y,-Richtung: @,, 2+ 5,5, 


» 4 ” ” ” ” Gio, 12 + O13 a9 7 Oia a> 


durch zweimaliges Verjiingen die Orisinvariante der Kriimmung, die 
skalare Kriimmung 2«;, ;, (auch die ,,Gaufsche Kriimmung“ des Raumes 
genannt ). 

Die skalare Kriimmung eines Raumes ist also (bis auf einen Pro- 
portionalitatsfaktor) das arithmetische Mittel der Gau8schen Kriimmungen 

—1 e 9° ‘ =" a — ‘ 

der = — gweidimensionalen geoditischen Flachen, die sich in das orthogo- 
nale n-bein ces betr. Raumpunktes einspannen lassen, und die Richtungs- 
invariante der Kriimmung ist das arithmetische Mittel der Gaufsechen 





5) Vgl. H. Vermeil, 1. c. 
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Kriimmungen der n — 1 zueinander orthogonalen geodatischen Flachen, die 
die betreffende Richtung enthalten. 

Die Richtungsinvariante der Kriimmung la8t sich durch ein Ellipsoid 
veranschaulichen, da8 ,,Kriimmungsellipsoid“ genannt werde: 


R:.9;% = 1, wobei im Nullpunkt Ru =D, “ir. re 


Als Richtungsinvariante der Kriimmung 1aBt sich auch die Differenz 
aus Ortsinvariante und der obigen Richtungsinvariante, fiir die y - Richtung 


im Nullpunkt also D, %2,ie — >, Grb,rbs verwenden. Die so definierte 
ik k 


Richtungsinvariante ist dann die skalare Kriimmung des zm der betreffen- 
den Richtung (y,) orthogonalen Unterraumes in dem betreffenden Punkt. 

Ein Raum von 3 Dimensionen ist ein ,,Raum konstanter Kriim- 
mung“, wenn die skalare Kriimmung sich von Ort zu Ort nicht dndert, 
und wenn obendrein die Richtungsinvariante der Kriimmung :2inen von 
der Richtung unabhingigen Wert hat, oder anschaulich ausgedriickt, 
wenn das Kriimmungsellipsoid iiherall eine Kugel ist. In diesem Falle 
sind die «,, ,, alle einander gleich und die «,, ,,—0(ik+re). Es mag 
noch bemerkt werden, daB aus der zweiten Eigenschaft die erste folgt. 
Hat in jedem Punkt des Raumes die Richtungsinvariante einen von der 
Richtung unabhangigen Wert, so andert sich auch die skalare Kriimmung 
von Ort zu Ort nicht *). 

Hat ein Raum mehr als 3 Dimensionen, so ist seine Metrik durch 
das Kriimmungsellipsoid noch keineswegs gekennzeichnet, wie das bei nur 
3 Dimensionen der Fall ist. Ein R, ist erst dann ein ,,Raum konstanter 
Kriimmung“, wenn in samtlichen dreidimensionalen Unterriumen das 
Kriimmungsellipsoid eine Kugel ist. 

Zwischen ,,kovarianten“ und ,,kontravarianten‘‘ Vektor- und Tensor- 
komponenten ist in der Schreibweise aus Bequemlichkeitsgriinden nicht 
unterschieden worden. Es hiatten sonst bei den 7, wie bei den y; und 
den p,, die Indizes oben, bei den Bi... aber simtlich unten stehen miissen. 


Polarkoordinaten. Wir wollen nunmehr dazu iibergehen, das Linien- 
element der Riemannschen Normalkoordinaten in Polarkoordinaten um- 
zusetzen. Es sei 

ad - ?> 

¥. = rsingoosy, 

¥, = Tsingsiny, 
oder im Raum von n Dimensionen: 





*) F. Schur, Math. Ann. 27, 8.563. — G. Herglotz, Leipz. Ber. 1916, S. 203. 
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y, = 1 008 Y 
y, = 7 sin g, cos -, 
¥, = T8in g, sin Pg, Cos Y, 


y,-, =17 sin 9, sing, ... sing, _, cos, _,. 
y, =rsing, sing,... sing, ,sing,_,. 
Es ist dann 2y? =r’, und es wird 





(36) ds*=dr*?+ rdp?+r*sing?dg? +...+1r*sin y? sin g?... ain 72-,493_, 
+ r*{P,, dg? + Py, sin pi dg + ... + Pa-s, n-18in gp}? sin y}...sing?_,dy?_, 
+ P,, sing, dy, dp, + P,, sing, sing,dg, dg, +... 
+ Pao, n-18in* p, sin* yp, ...sin* y,_, sing, ,dy,_,dy,_,}. 


Darin sind die P,;, Potenzreihen in r, deren Koeffizienten gewisse, 


noch zu bestimmende Funktionen der a,, ,,, B;, ,,,--- und der q, sind, 
(37) P,,=Ayt+ Bart+Cyrtt+... 
Es handelt sich jetzt darum, die A;,, B;,, C,;,,... suszurechnen. 


Transformiert man die p,, = y,dy, — y,dy;, 80 findet man 


(38) p= 177 {(8,85-.-8;_ 16; °C, 8, 8,--.8 


n— 1 Oy — 8, Og o ++ Bug Oy Cy Oy Oy --. 8 _, 6) EQ, 
+ (8, 8,...8;_ ©; 8, 0,8, ...8,_ 0, — 8,85... 8,_ 10, 8, CyB... 8;_, 0) OQ, 


+ (8, 8g... 8;_ 1 C;* 8, By ++ 6,8; 44 +++ 8y_ 4 ©, HB, 8g». 8 _ 5 C,* 8, 8... 8,—8,) OQ; 
+ 8,8 +. 8;_ 1 0; * 8, 8, 8;0;, 849 8,10, OD; 4, 
af 


— 8, ap... 0.0 &... 8. OM) - 

s, und ¢, ist der bequemeren Schreibweise halber gesetzt fiir sin ¢,; 
und cosg;. Diese Bezeichnungsweise soll im folgenden immer gelten. 
Zu dem Bildungsgesetz der p,, ist noch zu bemerken, daB die hervor- 
stechenden c, bzw. s; (die sich von ihrer Umgebung unterscheiden) bei 
etwa eintretender Konkurrenz mit ihren Nachbarn (wenn z. B. i = 1 oder 
k = 2 ist) die staérkeren sind, und daB c,—1 und s,=—0 zu setzen ist. 

Fiir den Raum von 3 und 4 Dimensionen bekommt man fiir die p,, 
die durch die Tabellen (839) und (40) wiedergegebenen Ausdriicke. 














ridq r*s, dy 

(39) Pas 8, 
Psi — 8, — GC, 
Pr2 Cy — ¢, & 
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rdg, r*s, dq, | r*s,8,dQ, 

Pis Cy — ¢, 8 

(40) Pr 8, C, C, Cy Cy C, 8 
Pru 8, 83 C, Cy %y 8, Cy 
Pos 8, °C — 8, C, 8, 
Pos 6, * 8 8, C, Cg 
Ps 8, 8, 

Daraus kann man nun sofort die A;,, B;,,... entnehmen. Ver- 


gegenwartigt man sich die Definition der A,,, B;,,... durch einen Blick 
auf (29), (30), (36) und (37), so liefert die Tabelle (39) z. B. fir den 
Raum von 3 Dimensionen: 

A,,= 19,19 c+ Oss 31 a — 2G,9 31 8, C,, 

Ayg = Gyo 19 Of 83 + Gs 910; CS + Mes os 8} — Qe., 5, 8,0, Cy 
(41) —— Veegs 19 8, 6, 8, + 2e,9 5, Cf 8,0, 


9 a 
A,, = 2¢, & Cy (Ms, 33 — @e 19) + Go 31 © (83 — c}) 





oar Ges 31 §, 8, + Mog 19 8, C- 


Fiir den Raum konstanter Kriimmung (¢,, ;,=«; «, ,,= 
A,,=A,,=«; A,,= 0. — 


0) wird 


Fiir den Raum von 4 und mehr Dimensionen ergeben sich ahnliche 
Ausdriicke fiir die A;,, die indessen fiir die weiteren Betrachtungen nicht 
erforderlich sind. Was wir von ihnen wissen miissen, werden wir ohne 
Schwierigkeit aus den Tabellen fiir die p,, entnehmen kénnen. 

Die B;, gehen aus den A,, hervor, wie man erkennt, wenn man (30) 
und (37) beachtet, indem man in den A,, die a;, ,, ersetat durch 

) » (1) ' (2) ' 3) . . 
42) Piz,re COS DP + Piz. Sin p cos yp + Py -esSNgysiny. 
Entsprechend die C;, und héheren Koeffizienten der Potenzreihen P,,. 


Fiir den Raum mit der konstanten Kriimmung K ist: 


Cy. y= a= —4; ..-,=9 und Bie re =0 
. ikere 
P,=zsin?VEr; =P, = 0, (+k) (vgl. (4)). 


Nach diesen Vorbereitungen kézi1en wir zu unseren Problemen zuriick- 
kehren. 
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§ 9. 
Die Flichen r= konst. 
Das Linienelement der Entfernungskugeln r = konst. ist nach (36) 
e*=r*{(1+P,,r*)dp?+(1+ Pr") sidg? 
+... +(1 + Pa-sn-1 7") 8? 8}... 88-.dgg_,+1r'°P,,8, dy, dy, 
+...+ r* Pa-2.n-1°8; -83 ** 2-8 8n-24 Pn-s dpn-1}, 
somit die Matrix des Linienelementes (P;, = A;,+ B,r+...): 
r* (1+A4,,7°+B,,r°+...); 6,4,.r'+...; 
(48) |70] = 8, A,,r*+...; r°(1+4,,7°+ B,, r*+...)-8? 


Sn @ © 8 B 6 SO 2° 2h ee 47 ee Se Ce eee 


23 7°(1+ An-s0-17* + By-1,.0-19*+ ...) 8}: “83 .. . 85-9 
Da fiir die Flachen r = konst. &, = —1, &£,=0, &,=0; dn =—dr 
ist, wenn wir die Normale nach innen nehmen, so wird 
2r(1+2A,,7°+$B,r°+...); 48,4,.7°+.. 
48 Aur $f 2008 tl Oi te ya’ 


cet @ Ww £6 oe 2 BS 





(44) |xn2| =| —S9n+| = 


ar(1+24_- 1,n- +E a-2,0-27°+.. .)8? _ = 
und damit nach a) die mittlere Kriimmung der Entfernungskugeln 


(45) s=1(> oe | ~+. tela efit Stes...) 





Die Frage war: Unter welchen Voraussetzungen hat die mittlere 
Kriimmung dieser Kugeln iiberall denselben Wert ? 

Die Antwort ist nach (45): Es muB 24A,, einen vom Ort unab- 
hingigen, konstanten Wert haben. Was das fiir die a,, _, bedeutet, ist 
sofort zu erkennen, wenn man 2 A,, bildet. 

Wie man fiir 3 Dimensionen aus (41), fiir 4 Dimensionen aus der 
Tabelle (40) und allgemein aus den p,, (38) ablesen kann, ist 


(46) Ann = 2%, (Ye + ye) +2 2 (24, wl YY: 
= (Sena) yi +2 XS a, od Vid. 


(bei Sy? = 1). 


Man sieht: Damit > A,,, auf der ganzen Einheitskugel denselben Wert 
hat, mu8 notwendig P ,, ,, von # unabhingig und > @,, »,-=0 sein, 





d. h. die Richtungsinvariante der Kriimmung mu8 im Nullpunkt einen von 
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der Richtung unabhiangigen Wert haben. Da der Nullpunkt ein beliebiger 
Raumpunkt war, so gilt das fiir jeden Punkt des Raumes, und nach dem 
friiher erwahnten Satz von F. Schur und Herglotz (S. 298) folgt daraus, daB 
dann auch die Ortsinvariante der Kriimmung (die ,,Gau8sche Kriimmung* 
des Raumes) sich von Ort zu Ort nicht andert. Ein Raum von 3 Dimen- 
sionen muB8 also ein ,,Raum konstanter Kriimmung“ sein. 

Die mittlere Kriimmung dieser Kugeln im Raum konstanter Kriim- 





mung ist, wie man erkennt, wenn man P,; = z sin*VKr, P,,=0, setzt: 
i+ 
=1(5 aa = VK ctg(VKr) 
n—1\ 0, Oe Cn—1 
§ 10. 
Die Flachen Lu (2 + 3 ) = konst. im R,. 
2 \e, Pe 


Die Differentialgleichung dieser Flachen im Raum mit dem Linien- 
element ds* = 2 g,,dz;dz, haben wir bereits friiher aufgestellt. Es ist 
die Gleichung (28), wenn wir in ihr = (= “+ +) = konst. = a setzen. 


01 Og 


1 1 E(2N+G)+G(2L+£E)-—2F(2M+F) 
(47) a “aeons + tea ——— , 
e EG-F 





Die Bedeutung von EZ, F, G, L, M, N, E, F, G zeigen die For- 
meln (22) und (27). 
Ist das Linienelement gema8 (36) und (37) in Polarkoordinaten ge- 
geben : 
ds*=dr*+ G,,dp*+ G,,dy*+ 2G,,dpdy, 
worin 
G,,=r°(1+ 4, 7r°+ Br? +C,,r°+...), 
(48) G,, =efr* (1 + A,,7*+ B,,r°+C,,7'+..-), 
G,, =8,-7'(A,, + Br +C,,.r7+..--), 


so kénnen wir fiir jede Flache r= r(p,y) die 2, F,G; L, M,N; E,F,G 
berechnen. Wir haben dann auf der rechten Seite von (47) eine Funktion 
VON foe, Toys Tyws Tes Ty, 7 und ~ und damit die Differentialgleichung fiir 
die Flachen konstanter mittlerer Kriimmung in der gewiinschten Form. 
Wir verfahren dann weiter so, wie wir es friiher bei der Behandlung 
des analogen Problems fiir krumme Flachen taten. Wir bedenken, daB 
im Unendlich-Kleinen der Raum als eben, seine Geometrie als euklidisch, 
angesehen werden kann und machen fiir die Differentialgleichung den 
Lésungsansatz : 


r=o+b(9,y)o*+c(y,y)o*+.... 


Kreise und Kugeln im Riemannschen Raum. 303 


Indem wir gleich noch einen Schritt weitergehen und beriicksichtigen, 
daB auch in zweiter Naherung der Raum noch als eben anzusehen ist, 
was in genau der gleichen Weise folgt wie damals, setzen wir 


(49) r=o+c¢(9,wy)o*+d(o9,y)o*+e(y,y)o°+.... 


Mit diesem Ansatz gehen wir dann in die Differentialgleichung |. ‘ein. 
Wir bekommen dann eine Identitaét in 9, und es liefert uns eine Koeffi- 
zientenvergleichung die fiir die unbekannten Funktionen c(y,y), d(y,y), 
e(py,y), ... erforderlichen Differentialgleichungen. 

Falls es geschlossene Flichen mittlerer Kriimmung gibt, die den 
Nullpunkt in der verlangten Weise umschlieBen, so miissen die Differential- 
gleichungen fiir alle Koeffizienten c(p, y), d(y, wy), e(y,y), -.. Lésungen 
haben, die auf der ganzen Einheitskugel stetig sind. Wir werden er- 


kennen, daB dazu nouwendig ist, daB der Raum konstante skalare Kriim- 
mung hat. 





Verfahren wir nunmehr in der angegebenen Weise! 
r=o(1+co*+do*+...); r,=0*(¢,+4d,0+...), 


ry = 9° (cy + dye + coeds 
G,,=r°(1+4,, 77+ Br? +...) 


=o*-{1+(2¢+A,,)o*+(2d+B,,)0°+...}, 
G,, = sir*(1+ A,,7*+ B,r*+...) 
= 9*-8?-{1+(2c¢+ A,,)o*+(2d+ B,,)o*+...-}, 
G,, = 8,-0*-{A,. + Byot+..-}, 
D=6,,-G,, — G?, 
= 8}-o*-{1 + (4¢+ A,,+ Age) o* + (40d + By, + By) 0? +. 





**> 


6u,0 
B= S 9p t= 12 + G,, = 07 {14+ (2+) 0° +(2d+ By, )o*+--}, 
G Y 2% 0% 


Vinge oo = 12 + Gog = 83 0°{1+(26+Ay.)0°+(2d+B,,)0°+ ---}, 
F Oe ee =8,-0* {Aye + ** oe 
EG — F* =s?-0*-{1+(4¢+A,,+4,.)0?+(4d+B,,+B,,)0°+...}. 


Zur Bestimmung der L, M, N; E, F,G haben wir zuniachst die 
Komponenten é,, &,, &, der Flachennormalen aus den Gleichungen (25) zu 
berechnen, Fiir unser Linienelement lauten die Gleichungen (25): 


t,:°&, + G,, 6+ G.& =0, 
(50) Ty ° €.+ Gio &+ G,, § = 0, 
EP + G, EF + 2 Gig by by + Gog bs = 1, 
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daraus 

: zo pial — G,5,), 

: =D 5 (Gr, tT, — Gi, %y), 

, 7533 D (Gute — 2 Gate ty + Gog ty) = =S5 . 
somit : 


&=— 144 (e+ Fes) et+.... 
b= ee +dyo+-..}. 
§= fale t+dyot..-}. 


1 (97); 1 — (97), 


og oy 

Fo = Clery t+ dyeet---}; 

Ft =O {lpy t+ dyye +-. }s 

= f(y he) +(e Bae 4} 
at m= 8 eyy tdyyo+---}- 


Zur Berechnung der HZ, F, G haben wir noch die Ableitungen der G,, 





notig. Es ist 
2G un Ort 4 Ayr + 5 Burtt... 
=2e{1+(e+24,,)e* +- (@+3B,,)0*4 adh 
Ot = 9f{(2ey+ Aig) +(2d,+ Buglo+---}, 
231 — 94 {(2¢y + Any) + (2dy + Buy)e+---}, 
0Grs 


Se — 2a3-o{1+ (c+ 2Aq)o* + (d+ 5 By)? +---}, 


1 
et = 2a}. 0° {% m (2 (20+ Ay) T% +7 Ae) 9° 
+ (2(2d + By) +dy +5 Bary)o*+..-}, 


*ee o'-8?- {(2e, + Arey) +(2d, + Brry)o? +--+}, 
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somit (vgl. (27)): 
E=—06,,=- (Fue, + Suet Sua) 
=20{1+(c+24,,)o" + (¢+3B,,)e*+..-}, 
y ——- 3 c, ry 3 Cy 5 8 
G — — 36, —2es3{1+ (c— Sc, +244) 0? +(d—Sd, +5 Bye +..4, 
F = —6G,,=40°s,4,,+.... 


Ferner wird: 





: os 06. 0&, 
L=- (re get +6, 54 6,, a) 


cocdmae’ *{Cny- t+ dygQ+.. }s 
N = — 0° {yy +dyyot.. -}> 
M = — 0° {Cyy + doy o+---}- 
Setzen wir nunmehr die fiir Z, F,G, E, F,G, L, M,N gefundenen 


Ausdriicke in unsere Differentialgleichung (48) ein 
die Identitat: 


‘ 11 1 ; 1 
(51) = afl — 5 (2e+ 20, + Coe + Sly — (Ags + Ann) 0° 


, 8o geht sie iiber in 


1/ C, 1 8, 
— 7 (2d + Sdyt deg +t sdyy — 3 (By + Bys)) e* +(e*) +...}. 
Daraus folgen nun sofort die fiir c(y,y) und d(m, yw) gesuchten Diffe- 


rentialgleichungen. Damit die Identitat erfiillt wird, miissen die Gleichungen 
bestehen: 


(1) 2c+ 4,¢= A,, + Ag, 
(II) 2d + 4d =8(B,, + By). 


A, ist der 2. Differentiator von Beltrami. Fiir eine auf der Einheits- 
kugel definierte Funktion u(g, y) ist namlich 


cos p 
sin y 


A,U = Ugg + —— ty + 


ato Uyy- 
Die Frage ist jetzt: Unter welchen Bedingungen existieren fiir die Diffe- 
rentialgleichungen (II) und (III) Lésungen, die auf der ganzen Einheits- 
kugel stetig sind? Nur dann, so hatten wir friiher erkannt, kann es ge- 
schlossene Flachen konstanter mittlerer Kriimmung geben, die sich auf 
einen Punkt, den Nullpunkt, zusammenziehen lassen. 

Eine solche inhomogene partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
wie (I) und (II), besitzt nur dann eine im ganzen Variabilitatsbereich 
stetige Lésung, wenn die zugehérige homogene Gleichung, die durch Null- 


setzen der rechten Seite hervorgeht, keine Lésung hat, oder falls sie 
Mathematische Annalen. 88. 20 
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Lésungen besitzt, wenn die Funktion auf der rechten Seite orthogonal ist 
zu den Lésungen der homogenen Differentialgleichung. Man kann das leicht 
einsehen, indem man etwa linker Hand und rechter Hand nach Kugel- 
funktionen entwickelt (u=— 2P,; wobei 4,P,-»(»—1)P,=0) und 
vergleicht. 

Die homogene Differentialgleichung 2u-+-4,u—0 hat als einzige 
Lésung die Kugelfunktionen erster Ordnung P,, dh. u=y,,y,,y, (bei 
y?+y2+y3=1), wie man durch Einsetzen von u = 2 P, erkennt. Die 
Gleichungen (I) und (II) besitzen somit nur dann auf der ganzen Einheits- 
kugel stetige Lésungen, wenn 


1. f( A,,+A,,)-¥,40 =0, 
29; =1 


2. f (Bu + B,,)y,d0 =0. 
J¥j =1 

Ein Blick auf (46) lehrt, da8 die Orthogonalitatsbedingung 1. identisch 

erfiillt ist fiir jedes Wertsystem der «,, _,. 

Die Orthogonalitaétsbedingung 2. ist dagegen nicht identisch erfiillt. 

2B,, geht aus 2A,, dadurch hervor, daB man die «, 


A, darch D> Bore Me ersetzt. Demgema8 ist nach (46) 
t 


(58) 


‘korg In den 


(54) > Bun= >, Bir yi he — 2») Be ee yeye ye 
tke 


tk,r,t 
Es wird somit die zweite Orthogonalitatsbedingung: 
(55) J{X eoovt Ye- Yr — 2S Ae numuy}do =0 
Sv} arth! Ghrt 
fir » =1, 2, 3. 

Von der ersten Summe verschwinden nun samtliche Integrale bis auf 
die, fiir die t= 1 = », und fiir die «+ », § =» ist; und von der zweiten 
Summe bis auf die, fiir die t=¢, k=—yv, und fiir die #=—k, «=~» ist. 
Es wird somit (55): 


Judo d'or a+ yi yl dod Biven — 2fuiyrao(, S Binre + Banirt) = 
ied 


i= Fd 
(58) Jy 40 Dibrt atfy? y, d0- {2 ives +- 2 bik — 2 (Q'Birre + S/Brrer) }—=0, 
ame, i+r, ee one - =f 





k 
Sly +yiys)dO- S89 e+ 2{yi Ye dO. { a Bis tk — » Shee — 2 Pita} = 0 
& ik 
ber 


ty, Te ioe 
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Wir hatten friiher, um der Metrik des Raumes ein Linienelement eindeutig 
zuzuordnen, Normierungen eingefiihrt, und zwar neben anderén die Nor- 
mierungsgleichungen (31): 

(t) 


P ‘kre ib tr + Ai, a 0. 
Es ist also 


— Be os — BE ne = BED ca. 
Es wird somit (56): 


(57) {cost wtp) 40> br ve t+ 4: furypao: 3 2 Bie a=0 
tbs, bees 





fir » = 1, 2, 3. 





Fiir unseren vorliegenden Fall von 3 Dimensionen lautet (57) fiir 
y= 1 ausfiihrlich geschrieben: 


18 x ( is, 12 + Bsr. 1) ign Ss 2s = 0, 
38° 98 + Bsr + a w2=0, 
(58) fir y= 2 und »= 3 


Bas, 23 + Bai, s1 + Bis, 12s = 0, 
33) 93 + Bs. si + Bis) 2 = 0. 

Was bedeutet das nun fiir die Geometrie des Raumes? 2a,, ;, war 
die Ortsinvariante der Raumkriimmung, die c;, ,, waren die Komponenten 
des Kriimmungstensors im Nullpunkt, die Bide, deren Ableitungen in der 
y,-Richtung (34). Es ist somit die Anderung der Ortsinvariante — der 
GauBschen Kriimmung des Raumes — bei einer Verriickung des Null- 
punktes um dy,, dy,, dy: 


= ( ty 23 + + Bs si + Bis. 12) Oy, + (Bs. 33 + BS 81 + si+ Bis. 2, 12) OY, 
+ (ps? 23 + Bsr. si + Bis 12) by, - 


Die Gleichungen (58) besagen also: 

Im Nullpunkt mu8 die skalare, die GauBsche Kriimmung des Raumes 
stationar sein. Da der Nullpunkt ein beliebiger Raumpunkt war, so folgt 
der Satz: 

Wenn es in einem Riemannschen Raum geschlossene Flachen kon- 
stanter mittlerer Kriimmung gibt, die sich in der gekennzeichneten Weise 
zusammenziehen lassen, so hat notwendig der Raum iiberall die gleiche 
GauBsche Kriimmung. 





Dieser Satz gilt nicht nur fiir einen Raum von 3 Dimensionen, er 
gilt in gleicher Weise auch fiir den n-dimensionalen Riemann-Raum. Das 
soll noch kurz gezeigt werden. 

20* 
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§ 11. 
Die Flachen smaG +0 -+-- +5—)= konst. im Raum von 


ad Pn—1 
n ) Dimenstonen. 
Fiir den Raum von n Dimensionen 1a8t sich in ganz entsprechender 
Weise schlieBen wie fiir den dreidimensionalen. Nach (28a) ist die mittlere 
Kriimmung der Flache ate Sg Ghia + o0g Gnade 





1 1 , r, , 
aon += eee a) Ge HAy' DS Moe ToT 
Fiir die Flache r =r (¢, ... Mn-1) ist nach (26a) und (49) 
| Torry: Taft Gs -- +2 ee - 
\y ry f~,Te,t Gis; ee 
ae 


—_— = a} lO A ee oe ee es ae et ke es 


Bedenkt man, daB die r,. von der Ordnung o*, die G,, von der 
Ordnung o* und die G,, (u~+¥») von der Ordnung o sind, so erkennt 
man leicht, daB bis zu der Naherung, die uns die Differentialgleichungen 
(IL) und (III) lieferten, folgendes gilt: Die Glieder «4 +» kommen neben 
den Gliedern «4 =» nicht zur Geltung. Es ist [vgl. die Gleichungen (50), 
die sich gem&B (25) fiir » Dimensionen fortsetzen lassen ] 

&, = —1+(0*)+... 
Te, 9 


ti = G,, to a er (Cy, tdy,o+.-. )3 (%=1) 


8, --- Sy—4 





Es ist weiter 
a-1 


one 0G, 
0) Cup = é, + 2 9 — Seta 
=1 








— oe Se ee] 
2Q-8f-8y--- 8f_4 id + 24A,, 2," a 8 as sf...08_» — 
Te. ee oe eo . oe ae \ 
6G,,=(9°) +... FST Ban — oa, af Oe a Fay ant) 
ater 
Nunmehr wird 
6 oe 9 Vi, 8 Ox, Ory 
a = (2 > 9 Git Fu, Btu + D6 a 
es Cutt 
——(26,, +... 4+8G,.+-..) 
= — 20° {ey 9, +dy.¢,0+---} — bGun 
fp- 1 1 ‘ 
—2oe}-s}...03_,{1 + (¢-+24,,— oom —_ 2 a}...08_, Pu-1 3...82_, Pe 
f..e ™ +e, 


+o(d+...) 


~—" “~— 
—— 


‘| 


1 
e 
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Da schlieBlich 
Go O55 * FE {1 — (26 + Any)e® — (24 + Bune? —---} 
\/ er od 


zu setzen ist, so deities wir die Identitat 
== {1-5 ((n-1) 0+ (n—2) 20, + 
1 


- 
T Ce qT Cosgst ++ a... 88_ Con-1%a-1 FAny) 


n—3 ¢, 1 _on-2 


PP a Crete 7 - 4 








os CPn-2 


’ 8 1 . 

+ ((n — 1)d+(n—2)Ady+ of o i ee aa dys 
1 

o}-0f...08_¢ 


1 3 
a ie ens 9n-1 — F 2 Bun) ++: 


Koeffizientenvergleichung liefert : 


(I) (n—1)e+(m—2) Sey, + "> > Cy, +: + Papal ==. Cras 
+ Cnn t ze orn: + Wrap, CPn-1%a-1 — ZAyy - 

(Il) (w—1)d-+(mw—2) 2 dy, +93 & yy t-.. Grae ye 8 gg 
+onet sp deeb + aap ar bons van = y 2 Bee 


Und das sind genau dieselben Differentialgleichungen fiir den Raum 
von n Dimensionen, wie wir friiher fiir den dreidimensionalen gefunden 
hatten. Wir kénnen schreiben: 

(I) (n—1)ce+4,c=JZA,,, 
(IT) (n—1)d+ 4,d = § SB... 

Darin ist 4,u wieder der 2. Differentiator fiir die auf der (nm — 1)- 
dimensionalen Einheitskugel definierte Funktion u(@, 9, ..-@a-1)- 

Entwickelung nach Kugelfunktionen (w=2P,; wobei jetzt 
4,P, + ¥(»+mn— 2)P,=07)) liefert die gleichen Schliisse wie friiher. 
Die einzige Lésung der homogenen Gleichung (n — 1)u-+ 4,u = 0 ist die 
erste Kugelfunktion. Denn die Differentialgleichung der Kugelfunktionen, 
in sie eingefiihrt, gibt fiir » die Gleichung: 

vy(y+n—2)=—n-1, 
aus der y= 1 folgt. 

Es miissen also einerseits 2A,,,, andererseits 2B, zu saimtlichen y, 
orthogonal sein, wenn jede der Gleichungen (I) und (II) eine auf der ganzen 
Einheitskugel stetige Lésung haben soll. Die Bedingungen dafiir hatten 


7) Vgl. E. Heine, Theorie der Kugelfunktionen, 1 (1878), S. 461. 
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wir bereits, auch fiir » Dimensionen giiltig, gefunden. Sie sind durch (57) 
ausgedriickt, wo jetzt » von 1 bis n lauft. 
Es ist nun wegen (2y?)*=1 
0 
fueo +(n— 1) { wut ==, 


worin O die Oberflache der (nm — 1)-dimensionalen Einheitskugel bedeutet: 


na n a 22 
Ons f...5 Jf &*-&*... a-o-dy,dm,.-. der. 
¥1=0 Gs=0 ¥_—2=9 P_—1=9 
Ferner ist 
30 
S vidO = fysdo = fct-ee--8-*... 8,_,49,d9,...dg,_.= CEs 
so da8 


[ut 940 = ay 


S (yg + yZyz) dO = 4 fyfyzdo 
und damit wird die Bedingung fiir die Bis, re (57) 


> 6&2. vk +>) pe a=0, 
E 


ter, kev 


und 


was fiir die Metrik des n-dimensionalen Raumes die gleiche Bedeutung 
hat wie die Gleichungen (58) fiir den Raum von 3 Dimensionen. 


Damit ist der Satz allgemein bewiesen. 


Mathematisches Seminar der Hamburgischen Universitat, Oktober 1920. 


(Eingegangen am 31. 10. 1920.) 


Ein Minimumproblem fiir Ovale. 


Von 


Julius Pal in Gyér (Ungarn). 


1. Herr Prof. Fujiwara (Sendai, Japan) hatte die Giite, meine Auf- 
merksamkeit auf‘folgende Frage zu lenken: 

Unter allen Ovalen, in welchen man die Hinheitsstrecke wenden 
kann, ist dasjenige festzustellen, dessen Flachenmaf méglichst klein ist. 

In voller Ausfiihrlichkeit und Prizision ist die Frage die folgende: 
Ein Oval C ist zur Konkurrenz zugelassen, wenn in demselben zwei 
stetige Kurven 


(1) z= f(t), y= 9(t) und z= p(t), y= (6), (0<s#<S1) 
verlaufen, fiir welche 

(18) [r(t) — @(#)]* + [9 (t) — v(#)]*— konst. = 1 

und 


(1b) f(0)= (1), F(1)= (0), 9(0)=y(1), g(1)=y(0) 
ist, 
Unter diesen Ovalen C ist dasjenige festzustellen, dessen FlachenmaB 


. y =y(C) 
minimalen Wert hat. 

Herr Fujiwara vermutet, daB die gesuchte Minimalfigur das gleich- 
seitige Dreieck mit der Héhe 1 ist. In dieser Arbeit werde ich nach- 
weisen, daB diese Vermutung in der Tat sutrifft. 

2. Es sei H ein Oval, a eine Gerade seiner Ebene, 


(2) d =d(H,a) 
bedeute die Entfernung der beiden zu a parallelen Stiitzgeraden von H und 
6=46(H) 


sei die kleinste der Zahlen (2). Dann wird bekanntlich 5 die Dicke des 
Ovals H genannt. 


Die laut (1) gewendete Einheitsstrecke wird in einem Zeitmoment 
senkrecht auf a stehen; daher ist fiir jedes C und a 


d(C,a)>1 
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und fiir jedes C 
6(C)>1. 


3. Wir werden nun beweisen: 


Satz lL. Jet fiir das Oval H 


6(H)>1, 
so sist sein Flachenmaf 
1 
(3) 7(#) =~ 


und das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn H das Fujiwara-Dreieck ist. 
Hieraus folgt a fortiori: 


Satz Il. Das Fujiwara-Dreieck ist eine und die einzige flachen- 
minimale Figur unter den Ovalen C. 


Im folgenden bezeichne G stets ein Oval mit der Dicke 


6(@)=1. 
Es geniigt, die Ungleichheit (3) fiir Ovale G zu beweisen. Ist namlich 
6(H,)>1, 
so sei G, das zu H, ahnliche, kleinere Oval mit 
6(G,)=1. 
Aus 
1 
¥(@,)2> vs 
folgt dann 
1 
y(H,) - Va 


4. Es sei N irgendein Oval, r der Radius eines in der abgeschlossenen 
Ovalscheibe verlaufenden Kreises. Unter den Zahlen r gibt es eine gréBte; 
sie soll 


eo = e(N) 
neiBen; man hat unmittelbar 
o(N) <34(N). 
In einer schénen, kleinen Arbeit hat Herr Blaschke*) bewiesen, daB 
(4) o(N) > 54(N) 


ist. Von der Ungleichung (4) werde ich im folgenden wesentlichen Ge- 
brauch machen. 


1) Jahresbericht der Deutschen Math. Ver. 28 (1915), S. 369. 
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5. Die Ungleichung (3) ist gewi8 erfiillt fiir Ovale G mit 
. 1 


v3 


e=0(@)>Vog=n (r, <3). 


Wir betrachten also nur Ovale G mit 


(5) 6(4)=1 und jS50e5% (tr) <3). 
Fir ein Oval N mit 


xoe*> 
oder 


o(N) <2), 
also gewi8 fiir ein Oval G, welches die Bedingung (5) erfiillt, gilt nach 
der eben zitierten Arbeit des Herrn Blaschke: 

fs gibt einen einzigen auf G@ verlaufenden Kreis vom Radius 0(@); 
dieser heiBe g, sein Mittelpunkt O. Es gibt zumindest ein spitzwinkliges 
Dreieck, dessen Ecken sowohl auf der Kreislinie g, wie auf der Oval- 
linie G liegen.“ 

Fixieren wir ein solches Dreieck; es 
soll PQR heiBen. Die Kreistangenten in C7 
P, Qund BR beriihren auch die Ovallinie G 
und bilden ein Dreieck P,Q,R,, welches 
das Oval G@ enthalt. a 

Das Dreieck P,Q,R, wird durch den 
Kreis g in vier Stiicke zerschnitten, die der 
Reihe nach J, JJ, III, IV heiBen sollen 
(siehe Fig. 1); jedes dieser Stiicke enthalt 
ein Stiick des Ovals. Die Flachenmasse 
dieser vier Stiicke seien y,, 7,, 
Ys> V3 @8 ist 

%, = 7Q*. 
Fiir die Zahlen y,, 7,, 7, will 
ich jetzt untere Schranken fest- 
stellen. 

6. Auf der zu Q, R, paral- 
lelen Stiitzgeraden fixiere ich einen Punkt P” der Ovallinie; er liegt héher 
als jeder Kreispunkt (wegen 9 < }) und folglich auf J; wegen 6(G)=1 
ist seine Entfernung von O zumindest 1—o. Aus 

0Q@=0<1—e<OP’ 
folgt, daB der auf J fallende Bogen QP” zumindest einen Punkt enthilt, 
dessen Entfernung von O genau 1—gQ ist; es sei P’ ein solcher Punkt. 










Fig. 1. 
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Entsprechend fixiere ich auf JJ und JIJ fallende Punkte Q’ und R’ der 
Ovallinie mit den Radienvektoren 

OP’ =0Q'= OR’ =1-—o. 
Die kleinste konvexe Figur, die den Kreis g und das Dreieck P’Q’ R’ aut- 
nimmt, besteht aus dem Kreis und drei dem Kreise aufgesetzten Kappen. 
Die Kappen liegen getrennt auf Z, JJ und JZJ. Eine der Kappen hat 
das Flachenma8 

oV1— 20 — oe? are cos —2— 


= 
und folglich ist , 


(6) 7 (@) ="NtMtMt% 

2 70"+ 3eV1— 20 — 3e* are cos +2 = f(g), 
wo @ statt o(@) steht, und unter arccos der iibliche Hauptwert ver- 
standen wird. 


7. Fir die Werte 


erfiillt f(g) die Ungleichung 


(7) f(e)> f(z) =. 
A fortiori ist fiir ein Oval G 
1 
¥(@)> ys’ 
sobald g > } ist. 

Die Ungleichung (7) beweist man z. B. so, daB man f'(@) berechnet 
und konstatiert, daB dieser Differentialquotient fiir | < 9 < } stets positive 
Werte hat. Ich ziehe vor, (7) durch eine elementar-geometrische Uber) 
legung zu beweisen, da ein solcher Beweis der Natur der Frage viel mehr 
entepricht. 

8. In Fig. 2 ist A,B,C, das Fujiwara-Dreieck, O sein Mittelpunkt; 
um O schlagen wir den Kreis g mit dem Radius 9, } < 9 < } und tragen 
auf den Halbstrahlen OA,;OB,, OC, die Strecken 


OA=OB=0C=1-0 


auf; die kleinste konvexe Figur, die den Kreis g und das Dreieck ABC 
aufnimmt, heiBe F. Das FlaichenmaB von F ist f(g), dasjenige von 


A A,B,O, ist f(5) = + 


v3 
F enthalt das Dreieck A,B,C, bis auf sechs kleine, untereinander 
kongruente Dreiecke; eines dieser Dreiecke ist B,BD. Wir wollen zeigen, 
daB das, was von F auferhalb A A,B,C, ‘liegt, flachengrdfer ist, als 
6 <x AB, BD. 
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Der Mittelpunkt von A,B, hei®t C,. Wir zeichnen C, 2 parallel, 
gleichgerichtet und gleichlang mit AA,; EZ liegt auf der Kreisscheibe g, 
da C,E = A,A =o —j der Minimalabstand der beiden konzentrischen 
Kreislinien ist. M ist der Schnitt- A 
punkt von 0,A und BA,. Das Drei- 
eck C, EM liegt auBerhalb A A,B,C,, 
das ihm kongruente AAA,M ent- 
halt als wirklichen Teil eines der zu 
kompensierenden sechs Dreiecke. Da- 
mit ist also (7) bewiesen. 

9. Zu besprehen sind noch die 
Ovale G mit 


6(4)=1 und 0(G)=}. 

Es gibt aber nur ein einziges solches 4, G 
Oval, nimlich das Fujiwara-Dreieck. . 
Fiir 9 =} ist namlich (Fig. 1) scien 

OP’=0Q'=OR'= 
und g wird von jedem der Punkte P’, Q’, R’ unter 60° gesehen. Also 
sind PQR und P,Q,R, gleichseitige Dreiecke; A P,Q, R, hat aber keinen 
wirklichen konvexen Teil G mit 

6(G)=1, 

d. h. @ ist das ganze Dreieck P,Q, R,. 

Damit sind die in 3. ausgesprochenen Satze I—II bewiesen. 

10. Der Satz I sagt nur scheinbar mehr aus als der Satz II; denn 
die EHinheitsstrecke kann in jedem Oval G gewendet werden. 

Dieser wohl von niemandem bezweifelte, doch meines Wissens nirgends 
sorgfaltig besprochene Satz ist unmittelbar ersichtlich fiir ein ,,regu- 
lares“ G, welches weder Ecken noch geradlinige Begrenzungsstiicke hat 
und dessen Tangentenrichtung sich stets andert*). Dagegen ist es nicht 
so einfach zu zeigen, daB das Wenden im allgemeinen Oval méglich ist. 
Der einfachste Beweis scheint mir die folgende explizite Vorschrift, nach 
welcher das Wenden vorgenommen werden kann: 

11. Die Punkte A(z =a, y=0) und B(z=6b,y=0) seien End- 
punkte eines Durchmessers von G. Die beiden durch A und B begrenzten 
Bogen der Ovallinie seien durch 


2 
8? 


%) Es seien A, A’ und P, P’ die Berihrungspunkte eines G umschriebenen 
Parallelogramms. Durchléuft P den Bogen AA’ in positivem Sinne, so durchléuft P’ 
den Bogen A’A ebenfalls in positivem Sinne, und es ist PP’>1. Also kann die 
auf AA’ gezeichnete Einheitsstrecke gewendet werden. 
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y= r(2), f(#)=>0 und y=g(z), g(x7)S9 (ag29b) 
dargestellt. 
Im Viereck a << § <b, a<n<b der (&,7)-Ebene definiere ich eine 
Punktmenge o wie folgt: Der Punkt (¢, 7) gehére dann und nur dann 
zu o, wenn die Punkte 


z=, y=f(é) wnd z=, y=g(n) 


der Ovallinie auf parallelen Stiitzgeraden des Ovals liegen. Die Menge o 
ist ein Kontinuum. Der héchste auf § = é, liegende Punkt von o sei 


"= k (5). 


Zufolge der Konvexitét von @ ist k(¢) eine monoton nicht zunehmende 
Funktion, und so bilden die Strecken 


k(§—0)SnSk(é+0) (asé<b) 
eine stetige Linie, die die Punkte 
é=a, n=b und §=b, =a 


verbindet. Durchlauft man diese nach einem Gesetz 


F=E(t), 9=n(t) (0St3S)), 
so entspricht der stetigen Anderung von + eine sich stetig bewegende Sehne 
des Ovals; dieser Sehnenbewegung folgend kann die auf AB gelegene 
Einheitsstrecke gewendet werden. 

Man kann kiirzer wie folgt schlieBen: Der Durchschnitt von o mit 
einer Geraden § = , oder einer Geraden 7 = », ist ein Punkt oder eine 
Strecke. Hieraus folgt, da8 o ,,zusammenhingend im Kleinen“*), folglich 
selbst eine stetige Linie ist. Es mag hinzugefiigt werden, daB irgendeine 
auf G gezogene Strecke PQ von der Lange 1 auf G@ gewendet werden 
kann. Denn eine auf G gewendete Strecke nimmt eine zu PQ parallele 
Lage gewi8 an, und parallel-gleiche Strecken von G kénnen auf @ in- 
einander verschoben werden. 

12. Die zur besprochenen duale Frage ist: 

Unter den Ovalen G ist dasjenige festzustellen, dessen Umfang 
minimal ist. 

Der minimale Umfang ist 2, er kommt aber nicht einer Figur zu, 
sondern allen mit der konstanten Breite 1. Dieses folgt, wie Herr Blaschke *) 
gelegentlich bemerkte, unmittelbar aus der Cauchyschen Formel, welche 
den ‘Ustang des Ovals mit Hilfe der Stiitzwinkelfunktion ausdriickt. 


%) Siehe Hahn, Jahresber. der Deutschen Meth. Ver. 28 (1915), S. 318, und 
Sitzungsber. der Wiener Akademie 128, Ila. 
*) Berichte der Sichsischen Akad. Leipzig, 67, S. 296. 
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18. Versucht man die Einheitsstrecke zu wenden, und brachte man 
sie dabei schon in die Lage AB, so braucht man fiir den momentanen 
Zweck, die Strecke nach rechts oder links weiter zu drehen, nur den auf 
AB senkrechten Streifen von der Breite 1. Dadurch verfallt man leicht 
auf den Gedanken, diese ,,Differentialbedingung“ zu integrieren und die 
Minimalfigur unter den Ovalen mit der konstanten Breite 1 zu suchen. 
Dieser Plausibilitateschlu8 erweist sich also fiir das Problem des kleinsten 
Umfangs als richtig, ist aber irrefiihrend fiir das Problem der kleinsten 
Flache. . 

14. Ist Y eine nicht konvere Jordan-Kurve, so kann man ihr eine 
konvexe Kurve von kleinerem Umfang umschreiben. Fragt man daher 
nach der Jordan-Kurve kleinsten Umfangs, in welcher man die Einheits- 
strecke wenden kann, so kann man sich von vornherein auf konvexe 
Kurven beschrinken. 

Es gibt aber nicht konvexe Jordan- 
Kurven, in welchen man die Einheits- 
strecke wenden kann und die flachenkleiner 
sind als das Fujiwara-Dreieck. So be- 
grenzt z. B. in Fig. 3 die stark ausgezogene 
Linie eine Figur, die ein wirklicher Teil 
des Fujiwara-Dreiecks ist und in welchem 
man schon wenden kann. (In der Figur 
sind die Mittelpunkte der drei Kreisbogen 
die Ecken des Dreieckes.) Daher ist es 
sinngemaB, die in 1. formulierte Aufgabe 
zu Jer folgenden zu erweitern: 





Fig. 8. 


Es sei Y eine durch eine Jordan-Kurve begrenzte Scheibe, auf wel- 
cher man die Hinheitsstrecke wenden kann. Es ist die flachenminimale 
unter den Scheiben zu bestimmen. 


Diese Aufgabe scheint mir recht schwierig. Nicht nur, weil ein 
Ansatz, der die Variationsrechnung zur Hilfe herbeiriefe, nicht médglich 
ist, sondern auch, weil man iiber die allgemeine Jordan-Kurve nur topo- 
logisch, aber gar nicht metrisch Bescheid wei8. Es wollte mir nicht einmal 
gelingen festzustellen, welche von den Jordan-Scheiben Y, welche auf dem 
Fujiwara-Dreieck liegen, flachenminimal ist. Da auBerdem ein Konvergenz- 
satz, wie er fiir konvexe Kurven von Herrn Blaschke*) gefunden wurde, 


allgemein fiir Jordan-Kurven nicht besteht, bleibt auch die Existenz einer 
Minimalscheibe fraglich. 


5) Siehe Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig 1916, S. 62. 
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15. Ich méchte noch sagen, wie die besprochene Frage in einen Kreis 
von schwierigen Problemen sich einordnet. 

Es seien C und ¢ zwei Ovale; es sei méglich, ¢ stetig so zu bewegen, 
daB es stets in C bleibt, wahrend die Arcus-Anderung eines mit ¢ starr 
verbundenen Halbstrahles 22 betrigt. Dann wollen wir sagen, daB c in C 
ganz gewendet werden kann. 

Man sieht ohne weiteres, daB dann als Anfangslage von c jede auf C 
mégliche Lagerang von ¢ vorgeschrieben werden kann. 

An diesen Begriff vom ganzen Wenden kniipfen sich zwei Gruppen 
von Fragen: 

I. Gegeben ist ein Oval C. Man betrachtet alle in C ganz wend- 
baren Ovale c und fragt nach demjenigen c, fiir welches diese oder jene 
wichtige Ovalfunktion f= f(c), g=g(c), ... extremalen Wert hat. 

So hat z.B. Herr Kakeya*) mit einfachen Mitteln gezeigt, daB bei 
fixiertem C das flichenmaximale c kreisférmig ist. Fiir den Beweis braucht 
man nur die klassische Isoperimetrie der Kreislinie, die Cauchysche Formel 
fiir den Umfang des Ovals und den Satz, da8 unter den Ovalen gegebenen 
Durchmessers der Kreis flachenmaximal ist. 

II. Fixiert sei das Oval c. Man betrachtet alle C, in welchen c 
ganz gewende® werden kann. Gesucht wird dasjenige C, fiir welches eine 
wichtige Ovalfunktion f= f(C) extremalen Wert hat. 

So kann man z. B. bei gegebenem c nach dem flichenminimalen C 
fragen. Diese Frage ist gelést fiir den bescheidenen Spezialfall, daB c die 
Einheitsstrecke ist. Aber schon die nachst einfachen Fille bieten wesent- 
liche Schwierigkeiten. Fragt man z. B. nach dem flichenkleinsten C, in 
welchem man das Einheitsquadrat ganz wenden kann, so ist es iiberaus 
wahrscheinlich, da8 die gesuchte Minimalfigur der umschriebene Kreis ist; 
aber es scheint mir, da8 ein Beweis mit einfachen Mitteln nicht méglich ist. 


16. Die formulierten Wendungsaufgaben fiihren zu einer natiirlichen 
Verallgemeinerung der Kurven konstanter Breite. 

Man betrachte eine Kurve, die im reguliren n-Eck ganz wendbar ist, 
die aber beim Wenden in jedem Zeitmoment an alle Seiten des Polygons 
anst6Bt. Es sei c, eine solche Kurve; im speziellen ist ¢, ein Oval kon- 
stanter Breite. 

Die Kurven c, wurden von den Herren Mei®ner’), Kakeya*) und 
Fujiwara *) nach verschiedenen Richtungen untersucht. 


*) Some Problems on Maxima and Minima regarding Ovals. Science Repor‘s of 
the Téhoku Imp. University 6, Nr. 2. Sendai (1917). 

”) Vierteljahrschrift der Naturforsch. Gesellsch. in Ziirich (1909). 

*) Science Reports of the Téhoku Imp. University 4 (1915) und 8 (1919); 
ferner The Téhoku Mathem. Journal 11 (1917). 
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Betrachten wir alle Kurven c, mit normierter GréBe (etwa der Breite 1) 
und fragen wir, fiir welche unter diesen Kurven die wichtigen Ovalfunk- 
tionen zum Extremum werden. Als Extremumfigur erhalten wir fiir die 
meisten Ovalfunktionen den Kreis oder das Reuleaux-Dreieck * *). 

Unter den Kurven c, (mit normierter GréBe) tritt sehr oft ein Kreis- 
bogenzweieck als Extremumfigur auf*); dieses Zweieck mit dem umgeben- 
den (normierten) Dreieck ist in Fig. 4 dargestellt. 

Das gleichseitige Dreieck ist das 
flichenkleinste Oval, in welchem dieses 
Zweieck gewendet werden kann. Jede 
Figur vom Durchmesser 1, welche im 
Fujiwara-Dreieck gewendet werden kann, 
ist ein Teil dieses Zweieckes. 

Bei der Verfolgung der Analogie der 
Kurven ¢, und ¢, wird man auf folgen- 
des aufmerksam: Es gibt durchaus re- 
gulare (z. B. algebraische) Ovale, welchen 
man in jeder Richtung ein Quadrat um- 
schreiben kann, ohne da8 sie von kon- 
stanter Breite waren. 

17. Die Tatsache, da8 die Einheitsstrecke in jedem Oval H mit 
6(H)=>1 gewendet werden kann, fiihrt zu folgender Fragestellung: 

Der Halbstrahl a sei mit dem Oval ¢ starr verbunden; ¢s sei még- 
lich, ¢ so in das Oval C zu legen, da8 a eine willkiirlich vorgeschriebene 
Richtung hat. Folgt hieraus, da8 c auf C ganz gewendet werden kann? *°) 

Legt man ¢ auf C, so entspricht dieser Lagerung ein Punkt (¢, 7, ¢), 
wobei etwa & und » die Koordinaten des Anfangspunktes von a, ¢ die 
Richtung von a bedeute [(0< ¢< 22]. Die allen méglichen Lagerungen 
enteprechenden Punkte (f,7,¢) bilden eine Menge o und die Frage ist, 
ob o im Kleinen zusammenhingt. 

Jeder ebene Schnitt ¢ —konst. von o ist ein konvexer Bereich, dieses 
allein geniigt aber nicht zum Zusammenhang im Kleinen. 








Fig. 4. 


Kjobenhavn, Sept. 1920. 


*) Blaschke, Math. Ann. 76 (1915). 

”) Zusatz bei der Korrektur: Diese Frage ist, wie mir Herr Harald Bohr freund- 
lichst mitteilt, bejahend zu beantworten. Herr Bohr untersucht nicht den Zu- 
sammenhang im Kleinen, sondern kommt mit einfachen Uberlegungen iiber Konvexes 
zur bejahenden Antwort. 


(Eingegangen am 15. 11. 1920.) 
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